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Qui est qui?

Gwennaélle Vidal a obtenu en 2015 le master 2 de mathématiques approfondies de
I'université de Franche-Comté par I'intermédiaire du centre de télé-enseignement
universitaire, puis a complété son cursus avec le master 1 d’informatique avancée
en 2019. Elle s’est finalement reconvertie dans la création de contenus digi-
taux et exerce actuellement comme rédactrice et journaliste web indépendante,
spécialisée dans la gastronomie et la santé.

ii



Editorial

Ce numéro de Mathématiques vivantes est une monographie dédiée a une histoire
de l'apport de Richard Dedekind a la théorie des idéaux et a la signification de sa
définition ensembliste de I’idéal d’un anneau. Elle propose une synthese originale
des travaux d’Hourya Benis Sinaceur, Philip Kitcher, David Charles McCarty et
Emmylou Haffner au sujet de cet acte inaugural des mathématiques du xx¢ siécle,
qui repérent dans les notions d’ensemble et d’application le fondement de la pensée
mathématique. La modernité de la présentation de Dedekind continue & nous inter-
peler, et Gwennaélle Vidal montre qu’elle se base sur une philosophie originale des
mathématiques qui échappe aux étiquettes traditionnelles (la philosophie critique de
Kant, le logicisme de Frege et Russell, le formalisme d’un Nicolas Bourbaki). On n’a
pas fini de réfléchir a cette philosophie pour mieux comprendre les fondements de
la démarche des mathématiques contemporaines, largement empruntée a Dedekind.

Expliciter les choix de Dedekind permet aussi d’envisager des démarches alternatives :

— alors que Dedekind et Cantor se situent dans la continuité du concept de
variété emprunté au mémoire « Sur les hypothéses qui servent de fonde-
ment a la géométrie » de Bernhard RiEMANN (1869) pour concevoir celui
d’ensemble, mais n’en gardent que la relation d’appartenance (voir p. 36),
il semble qu’aujourd’hui des structures plus riches comme les préfaisceaux et
les topos capturent mieux la matiére mouvante des mathématiques;

— alors que la notion de nombre idéal de Kummer (par opposition a nombre
réellement existant) devient concréte pour Dedekind sous la forme d’un sous-
ensemble de 'anneau considéré, on peut estimer qu’il est plus concret d’en-
richir ’anneau de plus grands communs diviseurs formels selon des regles
pour les introduire et pour les éliminer d’'une maniére qui conserve les rela-
tions de divisibilité de 'anneau, parce qu’elle ne nécessite pas de théorie des
ensembles : cette histoire-la, qui prend aussi pour point de départ le théoréme
de décomposition d’un nombre en produit de facteurs premiers, est présentée
dans NEUWIRTH 2021.

Stefan Neuwirth.
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Introduction

Dans ce mémoire, nous nous attacherons a relater de la maniére la plus fidéle et
objective possible I’émergence d’une structure incontournable de ’algébre moderne :
I'idéal d’un anneau.

Nous devons préciser avant toute chose que cette invention remarquable ne peut,
comme toute découverte scientifique, étre réduite a I’ceuvre, fortuite ou immédiate,
d’un seul individu. Elle est le fruit d’influences scientifiques et philosophiques
complexes, s’inscrivant dans un contexte historique bien défini, ou plusieurs acteurs
ont, directement ou indirectement, apporté leur pierre a I’édifice.

Cependant, nous pouvons nous accorder sur le fait que ce concept est défini pour
la premiere fois par un mathématicien pour le moins singulier, Richard Dedekind
(1831-1916), dans le X¢ supplément de la 2¢ édition de la Zahlentheorie de Dirichlet.
Il fait ensuite I'objet d’'un examen plus détaillé dans son traité « Sur la théorie
des nombres entiers algébriques », publié en francais en quatre parties en 1876 et
1877 dans le Bulletin des sciences mathématiques et astronomiques. Il prend ainsi
naissance au coeur d’un probléme de théorie des nombres, visant a unifier les lois de
la divisibilité des nombres rationnels avec celles, dirions-nous en termes modernes,
de tout anneau d’entiers d’un corps de nombres.

Bien entendu, I’étude de la problématique mathématique sous-jacente est une étape
indispensable pour une bonne compréhension du contexte général, mais également
pour retracer le cheminement suivi par Dedekind. Nous pourrons ainsi voir se
dessiner en filigrane une certaine vision des mathématiques dedekiniennes, qui ne
sera pas sans soulever de véritables questions, tant du point de vue scientifique que
philosophique.

Il semble donc pertinent de s’intéresser aux fondements mémes de son raisonnement,
en allant puiser dans ses autres écrits ce qui le rapproche et ce qui le démarque
profondément de ses contemporains. Nous pourrons alors mettre en lumiére la
place prépondérante qu’occupe selon lui I'arithmétique dans les mathématiques, son
attrait pour la vision ensembliste, mais aussi et surtout son désir de généralité, dans
un souci constant de rigueur. On comprendra ainsi pourquoi I'idéal est apparu sous
cette forme plutot qu’une autre, comment il peut étre rapproché d’autres concepts



Introduction

tel celui de coupure en analyse réelle, et ce que notre mathématicien recherchait
véritablement en le « créant ».

Car c’est bien de « libre création » dont il s’agit chez Dedekind; plus encore, c’est
selon lui ce qui rend les mathématiques fécondes. Mais en quoi consiste alors cette
opération de l'esprit? Comment agit-elle? S’entend-elle comme une « suite de
constructions mentales », ce qui ferait de notre mathématicien un intuitionniste
caché ? N’est-elle pas de ce fait soumise a certaines restrictions ? Quelle place doit-on
alors accorder au « désir logique » de Dedekind, dans cette tension entre liberté et
nécessité de la création ? Nous tenterons d’apporter une réponse a ces questions,
certes d’'une indéniable difficulté mais qui permettront de cerner d’autant mieux
lapport de Dedekind et la genése de ses concepts.

Cette étude espere ainsi montrer a quel point Dedekind occupe une place particuliére
dans les mathématiques du x1x° siécle, au carrefour entre innovation et rigueur, et
comment en particulier 'idéal répond a ses exigences, ouvrant par la méme occasion
la voie a I’algeébre classique et a la théorie des structures.

8 Mathématiques vivantes n° 74



1. La naissance de l'idéal en
théorie des nombres

Nous allons dans cette premiére partie nous intéresser de maniére purement ma-
thématique au probléme qui a conduit Dedekind a créer le concept d’idéal. Pour ce
faire, nous nous appuierons directement sur son texte fondateur « Sur la théorie
des nombres entiers algébriques » (DEDEKIND 1876-1877), mais aussi sur larticle
de H. M. EDWARDs (1980) et sur les commentaires de M. A. SINACEUR (1978), qui
nous seront utiles pour simplifier ou éclairer certains points délicats de la théorie.
Nous introduirons également quelques notations actuelles et détaillerons davantage
certains calculs pour rendre le développement plus intelligible.

1.1 Une perte « d’unicité »

a. Le cas des entiers relatifs

La problématique que présente Dedekind dans son texte reléve de la théorie des
nombres, et se trouve plus précisément liée aux lois de la divisibilité régissant les
« nombres rationnels entiers », ou en d’autres termes les éléments de Z.

Dedekind effectue tout d’abord quelques rappels concernant ces lois. Nous savons
que Z est stable par addition, soustraction et multiplication (ce qui lui confére dirions-
nous aujourd’hui une structure d’anneau, mais Dedekind parle expressément de
« domaine »). On peut également y définir une division euclidienne, qui dépend
entiérement de la multiplication : b divise a si et seulement si il existe ¢ € Z tel que
a = bc. Les seules unités de Z, ou autrement dit les éléments inversibles pour la
multiplication, sont bien entendu +1.

Avant de poursuivre, nous devons introduire la notion d’élément « indécomposable »
(ou en termes modernes, irréductible) d’un anneau : en effet, cette derniere joue un
role crucial en arithmétique, comme nous pourrons le constater ci-apres. Il s’agit des
éléments différents des unités, ne pouvant s’écrire comme produit de deux éléments
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distincts des unités. Dans le cas contraire, nous parlerons d’élément « décomposable »
(ou réductible).

On peut sans perte de généralité se placer désormais sur N, et énoncer ce qui est
aujourd’hui connu sous le nom de « théoréeme fondamental de I’arithmétique », ou
notre probléeme prend sa source.

Théoréme 1.1 (théoréme fondamental de l'arithmétique).
Tout entier naturel > 1 est ou indécomposable, ou peut se décomposer de maniére
unique en un produit d’entiers naturels indécomposables.

Pourquoi trouve-t-on un tel résultat, en particulier 'unicité sur N'?

Ceci provient en grande partie du lemme d’Euclide, énon¢ant qu’un nombre in-
décomposable divisant un produit divise nécessairement 'un des deux facteurs;
autrement dit, tout élément indécomposable de Z est premier, au sens qu’il satisfait la
conclusion du lemme d’Euclide. La réciproque étant vraie sur n’importe quel anneau,
on a donc que ces deux notions coincident sur les entiers relatifs. Il est alors facile
de constater que les éléments indécomposables de Z sont exactement nos « nombres
premiers », c’est-a-dire les éléments p € Z divisibles uniquement par +1 et +p.

Précisons enfin pour étre complet que le lemme d’Euclide peut étre vu comme une
conséquence de I'existence de 'algorithme d’Euclide sur Z, qui permet de trouver
un plus grand diviseur commun a deux entiers donnés. Signalons que les relations
complexes qu’entretiennent ’algorithme d’Euclide et le lemme d’Euclide font I'objet
d’une étude approfondie dans PENGELLEY et RICHMAN 2015.

b. Le cas des entiers de Gauss

Dedekind nous expose ensuite un cas plus général de « nombres entiers » découverts
par Gauss, et portant d’ailleurs aujourd’hui son nom. Il s’agit des nombres complexes
de la forme x + yiou x, y € Z. Remarquons par ailleurs que cet ensemble, que nous
noterons Z[i], contient en particulier Z.

Comme pour Z, on trouve que Z[i] est stable par addition, soustraction et multi-
plication. Il existe de nouveau une relation de divisibilité ainsi qu’un algorithme,
somme toute trés proche de celui d’Euclide, mais faisant intervenir une application
norme

N:z=a+biecZ[i] — N(z) = (a - bi)(a+ bi) = a® + b*
qui est multiplicative, c’est-a-dire que 'image d’un produit est le produit des images.
On peut alors écrire pour tous z, m € Z[i], avec m non nul, que z = gm + r, avec g,
r € Z[i] et N(r) < N(m). Cet algorithme permet ainsi, comme pour Z, de définir un
plus grand commun diviseur & deux éléments de Z[i] en un nombre fini d’étapes.
Les unités de Z[i] sont alors les éléments de norme 1, soit +£1 et +i. Les éléments irré-
ductibles de Z[i] sont donc les éléments z distincts des unités, divisibles uniquement
par +1, +i, +z et +zi.

10 Mathématiques vivantes n° 74



L’émergence du concept d’idéal chez Richard Dedekind

Or il s’avere que, de la méme maniére que sur Z, il y a équivalence entre primalité
et irréductibilité sur Z[i] : pour faire simple, 'arithmétique des entiers relatifs
s’applique quasiment mot pour mot a celle des entiers de Gauss (comme en témoigne
lalgorithme précédent), et le lemme d’Euclide s’en trouve ainsi préservé.

Ainsi, a unité pres, on retrouve donc la décomposition unique en produit d’éléments
premiers (ou indécomposables). Nous dirions aujourd’hui que les deux domaines ici
exhibés sont des anneaux principaux (et méme euclidiens), ce qui assure I’existence
et I'unicité de la décomposition.

c. LecasdeZ [\/—_5]

Dedekind considere a présent I’ensemble
Z[V—S] = <x+\/—_5y|x,y€Z}.

On peut une nouvelle fois vérifier sa stabilité par addition, soustraction et multi-
plication, ce qui lui confére une structure d’anneau. Introduisons une relation de
divisibilité dépendant de la norme suivante, encore multiplicative :

N:z=a+b\/—_5€Z[\/—_5] |—>N(z)=(a—b\/—_5)(a+b\/—_5)=a2+5b2.

Les unités sont les éléments de norme 1 : on trouve +1.

On obtient aisément par récurrence sur la norme, en utilisant sa multiplicativité et
le fait qu’elle est a valeurs dans N, que tout élément décomposable de Z [\/ —5] peut
s’écrire comme produit d’un nombre fini de facteurs indécomposables.

L’existence d’une factorisation en éléments indécomposables étant établie comme
précédemment, on s’attend donc logiquement a son unicité. Mais Dedekind mentionne
entre autres exemples que

6:2><3=(1+\/—_5)(1—\/—_5).

On peut encore croire que les facteurs ci-dessus ne sont pas indécomposables :
pourtant les normes de 2, 3, et 1 + /=5 valent respectivement 4, 9 et 6. Dans le
cas de 2, s’il existait des éléments z, z/ # +1 dans Z [\/—_5] tels que 2 = zz’, alors
nécessairement N(z) = N(z’) = 2 : il existerait alors un couple (a, b) € Z? tel que
a® +5b? = 2, ce qui est faux. Un méme raisonnement pour les autres facteurs conduit
a montrer 'indécomposabilité recherchée. De plus, méme a unité prés, les quatre
facteurs considérés sont distincts : autrement dit, ils ne sont pas « associés ».

Nous venons donc d’obtenir deux représentations différentes pour un méme nombre!
Regardons d’un peu plus prés cette égalité : nous constatons par exemple que 2 di-

vise le produit (l + V—S) (1 - \/—5), sans diviser aucun des deux facteurs. Ainsi

Mathématiques vivantes n° 74 11



1. La naissance de ’idéal en théorie des nombres

un nombre indécomposable n’a plus « tout le caractére d’'un nombre premier pro-
prement dit » : si dans les cas de Z et Z[i], il y a équivalence entre primalité et
indécomposabilité, il n’en va pas de méme dans ce domaine-ci.

Nous avons donc perdu 'unicité de la décomposition en entiers indécomposables;
c’est, selon les mots de Dedekind, « ici que le point ol 'analogie, observée jusqu’ici,
avec ’ancienne théorie menace de se rompre pour toujours ».

Mais cela est sans compter sur le génie des mathématiciens de I’époque.

1.2 Les « nombres idéaux » de Kummer

a. «L’accident » des entiers cyclotomiques

C’est en réalité au mathématicien Ernst Kummer (1810-1893) que I’on doit le premier
exemple concret de ce phénomeéne de « perte d’unicité » dans des domaines de
nombres plus généraux. Kummer travaille en effet sur les lois de réciprocité, et ef-
fectue ainsi de nombreux calculs dans les anneaux d’entiers de corps cyclotomiques.
Pour rappel, dans le cas d’un nombre premier p, un tel anneau correspond a 'en-
semble des polyndmes en {,, a coefficients dans Z, ou ¢}, désigne une racine primitive
p-ieme de I'unité (ou autrement dit une racine du polynéme X? ™1+ XP~2 4. ..+ X +1).
Nous le noterons Z[{,].

Il consideére plus particuliérement le cas ot p = 23; on posera pour simplifier { = {33.
On définit la norme d’un élément f({) € Z[{] comme I'élément de Z qui est le
produit de ses conjugués :

N(f(D) = F(OF(E) - F(&*).

Elle est encore multiplicative. L’intérét profond d’utiliser une nouvelle fois la notion
de norme est de se ramener a des entiers relatifs, « délivrés de toute irrationalité », et
d’ainsi voir les entiers cyclotomiques conjugués comme facteurs de nombres entiers.

De plus, Kummer parvient a prouver, soit selon EDWARDs (1975) grace aux travaux de
Jacobi sur les entiers cyclotomiques consignés dans son article « Uber die complexen
Primzahlen, welche in der Theorie der Reste der 5t 8tn and 12" Potenzen zu
betrachten sind » (1839), soit selon HAFFNER (2014b) par 'intermédiaire de résultats
précédemment établis par Gauss, que la norme de tout élément de cet anneau est de
2 2
x“+23

la forme Ty, oux,y€Z

On peut alors constater qu’aucun élément de Z[{] n’est de norme 47, car 47 x4 = 188
ne peut s’écrire sous la forme x? + 23y?, avec x,y € Z. Or, aprés un long calcul,
Kummer aboutit a I’égalité

N1 =+ %) =47 x139.

12 Mathématiques vivantes n° 74



L’émergence du concept d’idéal chez Richard Dedekind

On en conclut alors que I’élément 1 — { + ¢?! est irréductible, sinon il existerait un
élément de Z[{] de norme 47. Il n’est pourtant pas premier car il divise 47 X 139 sans
diviser ni 47 ni 139 : en effet, N(1—{ +{?!) diviserait N (47) = 47?2 ou N(139) = 139%,
ce qui n’est pas le cas. Comme dans 'exemple de Z [V=5], il n’y a plus équivalence
entre primalité et irréductibilité, ce qui conduit inéluctablement a la perte d’unicité
de la factorisation.

C’est évidemment a son grand regret que Kummer effectue ce constat, car les pro-
priétés d’unicité des décompositions offrent de nombreuses facilités en arithmétique :
devoir y renoncer constitue donc un véritable inconvénient pour les calculs, mais
fait surtout perdre I’espoir d’obtenir un jour une théorie harmonieuse et unifiée de
la divisibilité de toutes les formes « d’entiers ». Kummer n’entend donc pas rester
sur cette note discordante, et cherche a tout prix un moyen de pallier cette difficulté
pour rétablir une certaine forme d’unicité, méme dans un sens plus faible. En effet, il
est important de préciser que pour Kummer, les seuls vrais nombres sont les entiers
relatifs, et de ce fait, préserver ’analogie entre ces nombres et les entiers cycloto-
miques est un souci majeur. Plus encore, les nombres seraient soumis selon lui a des
propriétés « permanentes » et « accidentelles » : si I'arithmétique du nombre relatif
est vue comme faisant partie des premieres, la non-adéquation entre les entiers
cyclotomiques et les nombres relatifs reléve davantage d’un accroc dans la théorie,
qui doit donc étre complétement éliminé afin de dévoiler les véritables propriétés qui
font I'essence du nombre.

Heureusement, grace a une persévérance sans faille, Kummer parvient a « sauver »
I’unicité en créant de nouveaux objets : les « nombres idéaux ».

b. Les nombres idéaux : le principe

Son idée majeure consiste a décomposer tout entier cyclotomique de Z[{] en produit
de facteurs premiers de 'anneau, et a introduire, quand ces derniers viennent a
mangquer, des facteurs premiers dits « idéaux » : ils n’existent pas dans 'anneau
considéré, mais remplissent la méme fonction qu'un premier usuel.

Pour illustrer ce fait, reprenons I’exemple des deux décompositions de N(1—+?)
=0+ A=+ ) (1= + %) =47 x 139,
en se souvenant du fait que (% = 1.

Supposons que f({) € Z[{] soit un facteur premier de 47. Alors N(f({)) divise 4722,
donc est une puissance de 47. De plus, () divise N(1—{ +¢?!), donc par définition
d’un élément premier, divise I'un des 22 facteurs de N(1 — ¢ + {?!) qui est aussi
de norme 47 X 139. On en conclut que N(f({)) = 47, ce qui est absurde par ce qui
précede.
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Ainsi 47 n’admet aucun facteur premier réellement existant : Kummer pose donc
qu’il s’écrit comme un produit de facteurs premiers idéaux. Puisque N(47) = 4722,
par multiplicativité de la norme, on s’attend a pouvoir identifier 47 a un produit
de nombres premiers idéaux de la forme p;p; - - - pa2, o N(p;) = 47 pour tout i =
1,...,22. Dans le méme esprit, on identifie 139 a un produit q; - - - 22, o N(g;) = 139
pour touti =1,...,22.

Ainsi, on a symboliquement

47 X139 = (p1 -+ p22)(q1 - * - G22)-

Par ailleurs, les 22 facteurs 1-{ +{?!, 1-£%+71, ..., 1-{?2+{? étant de norme 47Xx139,
cela suggére de faire correspondre chacun d’eux a un produit de la forme p;q;. Apres
une éventuelle réindexation, on obtient

(I=0+3NA=F+7) - (1= + ) = (p1q1) -+ (p22g2).

On retrouve ainsi l'unicité de la décomposition de N (1—{ +?!) en termes de nombres
idéaux, a Pordre des facteurs pres. Il est important de saisir ici que les nombres idéaux
se retrouvent totalement assimilés aux deux entiers cyclotomiques qu’ils composent :
p1 est par exemple entiérement défini comme facteur idéal commun de 47 et 1—¢ +%L.
Ainsi, Kummer ne cherche jamais a déterminer explicitement ses nombres idéaux,
mais a les caractériser via leur divisibilité. Considérons par exemple p, le facteur
premier idéal associé 2 47 et 1 +{%, et posons ({) = (1-2+¢Y) -+ - (1-0%2+2).
On a donc

(1= +MY() =47 x 139.

Par I'identification précédente, Kummer pense en fait i/ ({) comme le produit « idéal »
(p292) - - - (P22g22)- Ainsi /({) est vu comme divisible par p; - - - p2a, ou autrement
dit par tout facteur idéal de 47 sauf p;. Donc pour qu’un élément f({) € Z[{] soit
divisible par py, il faut et il suffit que f({)¥({) soit divisible par 47, ou encore que la
relation

F(OY({) = 0mod 47

soit satisfaite. Constatons que cette condition nécessaire et suffisante ne fait ainsi
intervenir aucun nombre idéal explicitement, bien que la facon dont ils sont « répartis »
dans les entiers cyclotomiques détermine implicitement le choix de la congruence.

On raméne donc finalement le probléme des facteurs premiers idéaux a des
congruences portant sur des nombres bien réels.

Notons au passage que le terme congru (dans le cadre des entiers relatifs) est
introduit pour la premiere fois par Gauss vers 1801.

En résumé, en autorisant ’adjonction d’étres « inexistants » aux domaines tels
o . . Tl T e

que les anneaux d’entiers cyclotomiques, Kummer vient rétablir 'unicité de la

décomposition. Les nombres idéaux jouissent du méme caractere que les nombres
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premiers réellement existants en termes de divisibilité, et tout nombre se voit alors
représenté d’une seule maniére comme produit de facteurs premiers existants ou
idéaux. Ils servent finalement, de maniére imagée, a combler le manque de facteurs
premiers du domaine.

La prochaine étape qu’évoque Kummer est donc d’étendre ces résultats a des
domaines plus généraux, comme les ensembles du type

{x + \/Ey | x, y € Z, Vd irrationnel} .

Il va méme jusqu’a faire allusion a la factorisation des nombres algébriques, sans pour
autant en expliciter davantage la caractérisation. Cependant, méme s’il souligne que
ce probléeme est « d’un grand intérét, a la fois pour lui-méme et pour les nombreuses
applications [...] relatives a I'arithmétique et a ’algeébre supérieure », il n’est jamais
revenu sur ces questions, préférant se consacrer aux entiers cyclotomiques et aux
problémes relatifs au dernier théoréme de Fermat.

c. Le cas général des entiers algébriques

Ce sera donc a des mathématiciens tels que Dedekind ou Kronecker qu’il reviendra
d’aborder ces différents aspects. En particulier, ils dégageront indépendamment 'un
de l'autre la définition la plus générale d’un entier algébrique. On ignore cependant
de quelle manieére ils sont parvenus a en isoler la « bonne propriété ».

Pour pouvoir saisir 'enjeu du probléme général, nous devons expliciter son cadre, et
de quelle facon il doit étre posé pour trouver une réelle pertinence. Un nombre algé-
brique a est tout d’abord défini comme racine d’'un polynéme unitaire a coefficients
rationnels (i. e. dans Q) :

A"+ ap 1"+ @+ ag =0, a; € Q.

Lorsque le polyndme est & coefficients dans Z, nous parlerons d’entier algébrique. On
vérifie aisément que cette définition couvre en particulier le cas des entiers relatifs.

Dans la vision de Dedekind, les problémes de théorie des nombres acquiérent da-
vantage de force en les considérant a travers un nouveau concept, qui est celui de
« corps » : il s’agit d’un ensemble de nombres clos pour les quatre opérations usuelles.
De cette maniére, on vient englober a la fois les relations arithmétiques mais aussi
algébriques des nombres. Notons que Dedekind n’emploie pas ce terme dans son
sens trés général de structure abstraite : il s’agit seulement de bénéficier d’un espace
de travail adapté pour résoudre la problématique de théorie des nombres en question.
Ainsi, on bénéficie immédiatement de deux corps : « le plus simple », celui des nombres
rationnels, et « le plus grand » au sens de l'inclusion, « celui de tous les nombres ».
En particulier, ’'ensemble de tous les nombres algébriques forme lui-méme un corps,
que nous noterons K, constitué d’une infinité d’éléments. Or si l'on cherche a
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déterminer la factorisation d’un entier algébrique non nul & distinct des unités en
entiers de Ky, il est bien clair qu’elle ne sera jamais unique : on peut toujours donner
au moins deux décompositions en produits d’entiers algébriques, eux aussi distincts

des unités :
a= \/E‘/_ = ﬁlﬂz,

ot B et B, sont les racines du polynéme 2 — B+ a = 0.

Le probléme posé a cette échelle n’a donc aucun sens. En revanche, il peut trouver
un nouveau souffle a condition de placer les nombres entiers dans des corps plus
restreints : les « corps finis » (aujourd’hui renommés corps de nombres). Ce sont
des corps engendrés par un nombre fini d’éléments, ou en termes modernes, des
extensions finies de Q. De tels corps ont la propriété intéressante de n’étre formés
que de nombres algébriques.

En effet, soit K un corps de nombres. K est un Q-espace vectoriel de dimension finie n.
Ainsi, si x € K, la famille (1, x, ..., x") est liée puisqu’elle contient exactement n + 1
éléments. Il existe donc une combinaison linéaire nulle de cette famille dont les
coefficients (dans Q) ne sont pas tous nuls. On peut ainsi définir un polynéme non
nul & coefficients rationnels, que I’on peut prendre unitaire quitte a le diviser par
son coefficient dominant, et possédant x pour racine. Ceci prouve par conséquent
que x est un nombre algébrique.

Il suffit donc de regarder l'entier algébrique a dans un certain corps de nombres K
auquel il appartient, puis de chercher sa décomposition en entiers algébriques de K.
Le fait de restreindre ici le corps considéré permet donc une approche correcte de la
question.

De plus, 'ensemble des entiers algébriques d’un corps de nombres K forme un anneau,
souvent noté Ok, et appelé anneau des entiers de K. Dans les exemples précédents,
Z forme ’anneau des entiers de Q, Z[i] celui de ’extension quadratique Q(i), etc.
C’est donc dans ces anneaux que la généralisation des résultats de Kummer doit
s’effectuer, et la problématique se pose donc en ces termes : étant donné un corps de
nombres K, tout élément a € Ok peut-il se décomposer de maniére unique en un
produit d’éléments de Ok ?

d. Les insuffisances du nombre idéal selon Dedekind

Pour ce qui est de la théorie des nombres idéaux, Dedekind semble saluer de maniere
enthousiaste I'initiative de Kummer.

Ce géométre est parvenu a ramener toutes les irrégularités apparentes
a des lois rigoureuses, et en considérant les nombres indécomposables,
mais dépourvus du caractére de véritables nombres premiers, comme
des produits de facteurs premiers idéaux, qui n’apparaissent et ne mani-
festent leur effet que combinés ensemble, et non pas isolés, il a obtenu
ce résultat surprenant, que les lois de la divisibilité dans les domaines

16 Mathématiques vivantes n° 74



L’émergence du concept d’idéal chez Richard Dedekind

de nombres étudiés par lui coincident maintenant complétement avec
celles qui régissent le domaine des nombres entiers rationnels. Tout
nombre qui n’est pas une unité se comporte, dans toutes les questions
de divisibilité, tant dans un réle actif que dans un réle passif, ou comme
un nombre premier, ou comme un nombre formé par la multiplication
de facteurs premiers, existants ou idéaux, complétement déterminés.
(« Sur la théorie des nombres entiers algébriques », 1876, p. 282.)

Il s’attache d’ailleurs, dans le X¢ supplément de 1871 a la 2¢ édition de la Zahlentheorie
de Dirichlet, a conserver le formalisme de Kummer et I'usage des congruences, pour
étendre avec succes ces différents résultats aux anneaux d’entiers des corps de
nombres. Méme s’il y introduit le concept d’idéal, que nous détaillerons longuement
ci-apres, on peut noter qu’il n’y apparait que de fagon assez secondaire, et non
comme réelle base de la théorie.

Ces problémes finalement résolus, le chapitre relatif aux questions de divisibilité
aurait pu étre considéré comme clos, mais la réalité sera tout autre. Bien au contraire,
ces résultats nouveaux ne feront qu’alimenter les discussions des mathématiciens,
qui partiront alors en quéte du moyen le plus efficace et pertinent pour exposer cette
théorie nouvelle des entiers algébriques. C’est ainsi que Dedekind reconsidérera son
jugement sur les travaux de Kummer, et modifiera considérablement son approche,
en publiant « Sur la théorie des nombres entiers algébriques » cinq ans plus tard.

En effet, la théorie initiale des nombres idéaux, bien que judicieuse, apparait désormais
comme incompléte a ses yeux, pour essentiellement deux raisons.

1. Le fait d’introduire des étres inexistants dans les calculs souléve nécessaire-
ment la question méme de leur nature, et de la facon dont on se doit de les
utiliser : que signifie par exemple multiplier deux nombres idéaux, ou la divisi-
bilité par un tel objet? A-t-on le droit d’effectuer de telles opérations, propres
aux nombres réellement existants, sur des nombres n’appartenant méme pas
au domaine initial ? Une identification totale avec les régles usuelles régis-
sant les rationnels risque d’induire en erreur quiconque manipule ces fameux
nombres idéaux : on peut finalement se retrouver inconsciemment « entrainé
a des conclusions précipitées » et a des « démonstrations insuffisantes ».

2. Comme nous ’avons vu, Kummer introduit systématiquement les nombres
idéaux via leur divisibilité, et non comme objets proprement définis, les assimi-
lant & certaines « propriétés » consistant pour l’essentiel en des congruences.
Ainsi, si par exemple un nombre existant @ répond a une certaine congruence
correspondant a une propriété A, alors « est dit divisible par un nombre idéal
associé a A.

Or cette méthode ne permet pas de saisir véritablement 1’essence du nombre
idéal, puisque aucun caractére commun a ces étres n’a été dégagé; elle est
finalement trop « particuliére », trop attachée a une représentation explicite
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des facteurs, et ne s’appuie pas sur leurs propriétés intrinséques. Dedekind
exprime alors sa volonté d’établir « une définition exacte et qui soit commune
a tous les nombres idéaux [...] et en méme temps une définition générale de
leur multiplication ».

On peut émettre cependant quelques réserves en ce qui concerne ces différentes
critiques. En un certain sens, la théorie de Kummer est tout a fait légitime : bien qu’elle
fasse intervenir des facteurs « idéaux », ces derniers sont toujours traduits en termes
de congruences sur des nombres réellement existants. D’ailleurs, Dedekind n’a
jamais affirmé 'inverse : il précise lui-méme que I'on peut par cette méthode « bien
atteindre en toute rigueur le but proposé ». Ce qu’il lui reproche par contre, ce sont
les calculs longs et fastidieux qui en résultent : non seulement cette approche accroit
le risque d’erreurs dans les résultats finaux, mais plus problématique, elle ne simplifie
pas la tiche du mathématicien. En effet, ce dernier sera contraint de réeffectuer toute
une série de tests de divisibilité pour chaque nouvel anneau d’entiers considéré.
Le nombre idéal n’englobe pas tous les cas de la théorie d’'un seul mouvement, et
ne permet donc pas d’en saisir le coeur. Pour ne rien arranger, ces procédures de
divisibilité portent en elles une analogie frappante avec les régles arithmétiques des
entiers relatifs, si bien que 'on peut étre tenté de les assimiler complétement et de
croire que ces mémes lois sont encore valables sur les domaines d’entiers. Dedekind
mentionne ainsi 'exemple du produit de deux facteurs, existants ou idéaux, qui
n’est pas facilement défini et qui demande de faire preuve de «la plus grande
circonspection ».

Ainsi, la vision de Dedekind entre sa premiére présentation de 1871 et celle de 1876-
1877 semble avoir considérablement évolué : les résultats découlant de I’analogie
entre entier algébrique et entier relatif n’ont plus rien de proprement évident, et il est
nécessaire de les démontrer précisément. En particulier, le recours a des conditions
de divisibilité, de par la confusion qu’elles générent et leur manque de généralité,
doit étre soigneusement évité dans toute autre tentative future.

Par ces différents arguments, Dedekind montre a quel point son souci de la rigueur et
de la généralité le guide dans sa démarche mathématique. Mais on peut d’ores et déja
deviner ici 'impact de certaines considérations philosophiques et épistémologiques
dans cette nouvelle vision, qu’il nous faudra préciser afin de comprendre ce revire-
ment. Contentons-nous pour le moment de dire que le nombre idéal, tel que défini
par Kummer, ne satisfait pas complétement a ses exigences : son « inexistence »
laisse selon lui une véritable zone d’ombre sur les lois qui le caractérisent, et ne met
pas suffisamment en avant I'uniformité tant convoitée de la théorie de la divisibilité.
Dedekind souhaiterait par conséquent remplacer le nombre idéal par un « substantif
réellement existant ».

18 Mathématiques vivantes n° 74



L’émergence du concept d’idéal chez Richard Dedekind

1.3 La substitution du nombre idéal

a. Un exemple concret : le role de 2 dans Z [V—S]

Pour bien comprendre comment Dedekind compte modifier la forme du nombre
idéal, nous nous proposons d’aborder I'un de ses exemples, conduisant a ’apparition
dans le calcul d’'un nombre idéal : la décomposition de 2 dans Z [\/—5]. On admet

ici implicitement que les entiers du corps de nombres Q (\/—_5) sont tous éléments
de Z [\/—5].
On rappelle que pour w = x + V-5y € Z [\/—5], la norme de w est définie par
N(w) = x* + 5y%
De plus, w? = x? — 54 + 2v=5xy, d’ou
N(w) — w?* = 0 mod 2Z [\/—5] .
Pour un autre élément v’ € Z [V—S], on a de la méme maniére que
N(w') — w® = 0 mod 27 [\/—_5] .

Finalement

N(w)N(0') = w0’ mod 2Z [V—S] :
Ainsi, 2 divise w?w’? si et seulement si 2 divise N(w)N(w’). Cela implique que 2
divise N(w) ou que 2 divise N(w") car N(w), N(w’) € Z, ce qui équivaut enfin a
dire que 2 divise »? ou 2 divise w’%.

En prenant par exemple wy = x + V—5y avec x, y impairs, on obtient alors que 2 ne
divise pas w( mais divise wg. En effet, si 2 divisait wy, il existerait x’,y’ € Z tels que

2(x" +y'V-5) = w,.
Or puisque (1, \/—5) forme une Z-base de Z [V—S], on obtient que
2x" =xet2y =y,

ce qui contredit x, y impairs.

Nous utilisons ensuite le fait suivant valable sur Z. Soit n un nombre entier positif
tel que

1. n ne divise un produit de deux carrés x?y? que s’il divise I'un des deux
facteurs x? ou y?;
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2. n ne divise pas un certain entier a € Z mais divise a®.

Alors n est le carré d’un nombre premier.

Ceci, appliqué a notre domaine, nous montre que 2 se comporte exactement comme
le carré d’un nombre premier « car

2 2 2

1. pour tous entiers w, «’, 2 divise w?w’? implique que 2 divise w? ou w'?;

2

2. 2 divise w; sans diviser wy.

Or on peut constater que a n’appartient pas a Z [V—S]. On aurait sinon
a® =a* - 5b* +2V-5ab = 2

avec a,b € Z. Ceci entraine que ab = 0, donc a = 0 ou b = 0; ainsi, —5b% =2 ou
a? = 2, ce qui est impossible dans Z.

Par conséquent, I’élément « n’est autre que I'incarnation d’'un nombre idéal. Que
faire pour ramener « a une entité existante, et ainsi combler cette lacune opératoire ?

Dedekind envisage deux solutions.

b. Une premiére solution « constructive »

La premieére consiste a remplacer ce nombre idéal par un nombre réellement existant,
mais appartenant a un domaine plus large que celui de départ. C’est celle choisie par
Kronecker, qui a prouvé plus généralement I'existence d’un domaine O’, contenant
le domaine d’entiers O initial, mais qui comprend de plus tous les nombres idéaux

de O. En d’autres termes, les nombres idéaux de O deviennent des nombres existants
de O'.

Dans notre exemple, il suffit de considérer f; = V-2 + V=5et f = V-2 - V-5.0n

constate que
ﬂlﬁz = 35

V=561 = —2f1 — 3pe,
V=582 =31 + 2,
VE=piez=-2-p
si bien que le nouveau domaine O’ sera formé des éléments de la forme
X +yV=5+2z101 + 2200, x,Y,21,22 € Z.
On remarque d’ailleurs que & € {+(f; + f2)} car
(2(Br+ B2))’ =2+ B3+ 2B1fo = —4+2V22 +5 =2,

ce qui confirme que @ ¢ Z [\/—5].
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L’avantage indéniable de cette méthode, comme le souligne M. A. Sinaceur, est
qu’elle « reste dans le constructif et dans une mathématique sans infini actuel », et
que Pon conserve « un certain langage » que les mathématiciens maitrisent.

Néanmoins, Dedekind ne pense pas qu’il s’agisse la de la voie la plus pertinente.
Tout d’abord, elle nécessite de « sortir » du domaine de départ pour en considérer un
second, beaucoup plus complexe. Ensuite, I'introduction de ce domaine entretient
une part d’arbitraire, de facon quelque peu similaire aux nombres idéaux de Kummer :
de la méme maniere qu’il faut choisir les « bons » facteurs pour les congruences, il
faut définir le « bon » domaine qui rend le probléme facilement résoluble. Enfin, elle
n’atteint pas le degré de généralité que Dedekind recherche, car il faudra redéfinir
pour chaque nouveau domaine considéré O le domaine associé O’ : on est encore
loin de la définition censée englober « tous les nombres idéaux ».

Méme si elle se dégage des conditions de divisibilité de Kummer, cette approche reste
encore attachée a une procédure tres calculatoire et traite chaque cas de maniére
particuliére. La maniére qu’a Kronecker de s’assurer qu’elle ne souffre « d’aucune
exception » ne convient pas a Dedekind.

c. Une seconde solution « ensembliste »

La seconde attaque le probléme sous un angle tres différent : étant donné qu’un
nombre idéal n’est considéré, comme nous ’avons expliqué, qu’a travers son statut
de diviseur dans O, on peut choisir de ne s’intéresser qu’aux éléments de O divisibles
par un nombre idéal donné. Or cela revient a le caractériser completement : sa valeur
algébrique importe peu, puisqu’elle n’intervient pas formellement dans les calculs,
seule la facon dont ce nombre idéal se comporte dans la divisibilité est utilisée.
Dans cette démarche, plus aucun recours a des étres inexistants n’est nécessaire :
la question se trouve ramenée a I’étude d’ensembles constitués d’objets réellement
existants, que ’on sait manipuler de maniére effective.

C’est ici, comme on pouvait le deviner, la voie que Dedekind a préféré emprunter,
donnant ainsi naissance a des collections d’entiers qu’il baptisera « idéaux », pour
conserver la terminologie de Kummer.

Le plus remarquable est bien entendu le point de vue ensembliste qu’il adopte, en
n’hésitant pas a former des systémes infinis d’éléments. Signalons qu’il s’agit ici
d’une véritable innovation pour I’époque, étant donné que la théorie des ensembles
de Cantor n’a pas encore vu le jour. Une telle formulation apparait par conséquent
comme profondément déroutante, voire inacceptable, pour beaucoup de ses lecteurs
et contemporains : ceci constitue d’ailleurs 'un des nombreux points de discorde avec
Kronecker, qui peut étre considéré rétrospectivement comme I'un des représentants
du constructivisme. Nous développerons d’ailleurs plus en détail ce qui les oppose
dans notre troisiéme partie.
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Pourtant, le fait de concevoir une infinité d’objets comme une unité semble tout a
fait naturel chez Dedekind ; a vrai dire, cela provient certainement du fait qu’il ne
congoit pas de tels ensembles comme des agrégats d’objets multiples, mais réellement
comme un « tout », un nouvel objet en quelque sorte, que ’on peut manipuler de
manieére légitime (voir BENIS SINACEUR 2008, p. 110-111). Plus d’ailleurs qu’un simple
élan proprement mathématique, nous constaterons lors de la seconde partie que
la notion d’ensemble (ou de « systéme ») émerge comme une caractéristique de
Pactivité humaine. Enfin, cette conception permet, et nous le verrons par la suite,
d’utiliser un langage profondément arithmétique : les idéaux deviennent des entités
arithmétisables, faisant 'objet de régles opératoires tout comme les nombres entiers,
et jouissant notamment d’une relation de divisibilité.

Concluons enfin cette premiére présentation de 1'idéal en précisant que les versions
de Dedekind de 1871 et de 1876-1877 donnent toutes deux une définition semblable
de 'idéal. Cependant I'exposition y est sensiblement différente : dans la seconde,
I'idéal est complétement détaché de la vision kummerienne, existe en tant qu’objet
indépendant, et constitue le véritable fondement de la théorie des entiers algébriques.
C’est donc sur cette version que notre développement s’appuie, car le concept d’idéal
que nous connaissons dans sa forme actuelle y trouve davantage de résonance. On
pourra tout de méme consulter en Annexe page 68 des informations sur la premiére
version, qui reste dans la veine de Kummer et relégue finalement I’idéal au second
plan. Elle demeure néanmoins pour EDwARDS (1980) beaucoup plus adaptée a I'étude
des problemes d’unicité des décompositions.

1.4 La création de 'idéal

a. L’idéal et ses propriétés

Commencons par reprendre notre exemple concernant la décomposition de 2 dans
Z [\/—_5] Nous avons vu qu’il existe un nombre idéal « tel que @® = 2. La premiére
méthode nous a donné une valeur explicite de a. La seconde va nous permettre de
déterminer '’ensemble des éléments de Z [\/—_5] qui sont divisibles par a.

Pour ce faire, on remarque que

o = x + V-5y divisible par « &= w? divisible par 2
= N(w) divisible par 2

< x =ymod 2.

Ainsi on peut écrire x = y + 2z avec z € Z; 'ensemble des éléments du domaine
divisibles par a est donc

a={22+(1+\/—_5)y|y,zez}.
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Nous voyons donc ici apparaitre notre premier exemple d’idéal; immédiatement,
plusieurs remarques s’imposent. Nous constatons que cet ensemble est, en termes
modernes, un sous-Z-groupe additif engendré par 2 et 1 + V=5; Dedekind parlera
quant a lui de « module fini », qu’il note également a = [2, 1+ \/—_5] De plus, on a

2\/—_=—1x2+2(1+\/—_5)
(1+V=5) V5 =32+ (14 V55).

Ces différentes remarques conduisent Dedekind a établir deux propriétés du
« systéme » a :

et

1. les sommes et les différences des nombres de a sont toujours des nombres
dea;
2. tout produit d’'un nombre de a et d’'un nombre de O est un nombre de a.

On constatera cependant que dans I'introduction, la propriété 2 est remplacée par la
propriété plus faible suivante :

2’. tout produit d’'un nombre de a et d’'un nombre de a est un nombre de a.

Silon se fie a cette définition, on serait simplement en présence d’une multiplication
interne définie sur a. Pourtant, en examinant ce qui précéde I’énoncé des deux
propriétés dans cette méme introduction (ou est décrit le cas particulier des systémes
engendrés par un unique élément), on constate que c’est bien le produit par un
élément quelconque de anneau qui est considéré... Ou se trouve donc 'erreur ? En
fait, la propriété 2’ a simplement fait I’objet d’une coquille malencontreuse : elle a
d’ailleurs été rectifiée dans les errata du traité. C’est donc bien la propriété 2 que
nous devons considérer.

On pourrait croire que ces propriétés sont le fruit d’un pur hasard. Mais dans la
partie II intitulée « Le germe de la théorie des idéaux » de son traité de 1876-1877,
Dedekind définit précisément un idéal comme un ensemble d’éléments de O jouissant
de ces deux propriétés.

Ainsi, il laisse suggérer que ces conditions sont nécessaires et suffisantes pour définir
un idéal au sens premier du terme, au sens d’ensemble d’éléments divisibles par un
nombre idéal. Comment Dedekind en est-il alors venu a isoler ces deux propriétés
en particulier?

b. Lien avec le « principe de permanence »

La réponse se trouve en majeure partie dans son introduction. Observons tout d’abord
que les nombres existants u de O peuvent également étre vus comme cas particuliers
de nombres idéaux ; on définit ainsi un idéal, constitué de tous les éléments de O
divisibles par un tel nombre p, noté pO. Plus formellement :

10 = {uw | w € O}.
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Or il est clair qu’un tel idéal vérifie les points 1 et 2 précédents car

— sia = pw et b = pw’ sont deux éléments de pO, alors a — b = p(w — ')
eta+b = p(w + w’) sont encore dans pO, car O est stable par addition et
soustraction;

— sia =pow € pO et 0’ € O, alors aw’ = p(ww’) € PO, car O est stable par
produit.

Comme I'unique but de Dedekind est « de ramener les seules lois de la divisibilité
[...] 2 une compléte conformité avec celles qui régnent dans le domaine des nombres
entiers rationnels », ce résultat doit subsister si y est n’importe quel nombre idéal.
Ce doit encore étre le cas si l'on considére un idéal : tout idéal devra vérifier les deux
propriétés ci-dessus.

Dedekind invoque ici ce qui semble étre un mystérieux principe d’induction, ou les
mathématiques se développent a partir de I’élargissement d’un concept, valant au
départ sur un domaine restreint. Cependant, cette induction n’est pour lui en rien
soumise au hasard, mais strictement réglée selon des exigences internes et régie par
une nécessité contraignante.

Méme si nous aurons l’occasion de nous attarder sur ce point crucial dans la troisiéme
partie, il nous semble d’ores et déja intéressant de signaler que cette conception
des mathématiques fait quelque peu écho a celle d’un algébriste anglais du début
du x1x¢ siécle, George Peacock, qui est connu principalement pour son ouvrage
A treatise on algebra (1830). C’est dans cet écrit profondément réformateur, visant
a placer 'algébre sur des bases logiques, que se trouve énoncé le « principe de
permanence des formes équivalentes » qui nous intéresse pour notre propos. Pour
en saisir pleinement le sens et la portée, nous nous proposons de retracer les grandes
lignes du développement de Peacock, et notamment sa version de la genése de
Ialgebre.

Selon lui, celle-ci s’effectue en considérant deux étapes distinctes, I’algébre dite
« arithmétique » et I’algébre dite « symbolique ».

— L’algébre arithmétique est considérée comme une stricte littéralisation de
I'arithmétique des entiers naturels : les nombres sont simplement dénotés par
des lettres, qui forment ainsi des symboles « absolument généraux dans leur
forme mais pas dans leur valeur ». En d’autres termes, ces symboles restent
soumis aux limitations de sens caractéristiques de 'arithmétique : par exemple,
I’écriture a—b n’aura de sens que sia > b, sous peine de conduire a des résultats
dits « impossibles ». Dans la méme idée, le signe — ne peut s’entendre que
comme opération binaire de soustraction, et non de maniere fonciérement
indépendante comme dans —a. Cette approche reste donc indissociable des
entités réellement existantes, bien concretes, que les nombres incarnent.

— L’algébre symbolique est alors la partie de I’algébre qui « fait sauter tous
les verrous », qui dépasse toutes les restrictions de sens propres a 1’algébre
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arithmétique. Dans ce cas, le sens méme des symboles est totalement aban-
donné au profit de I'examen des opérations, qui deviennent de simples lois
de combinaison indépendantes des résultats et des objets auxquels elles s’ap-
pliquent. Ainsi, a — b devient une écriture correcte quelle que soit la nature
des objets a et b : ce n’est ni plus ni moins qu’'une maniére symbolique de
déterminer I’objet ¢ vérifiant ¢ + b = a. De facon similaire, les opérations +
et — acquierent une existence propre, légitimant les écritures telles que —a.
En fait, on définit ces opérations en les soumettant a des régles formelles
« sur le mode des quatre opérations de I’arithmétique », telles que la récipro-
cité des couples (+, —) et (X, /) ou l'associativité-commutativité (en termes
modernes), tout en prenant garde a ne pas les faire totalement dépendre de
ces derniéres, comme nous l’expliquerons par la suite. L’algebre symbolique
se définit donc comme un « systéme de combinaisons de symboles » qui sont
généraux « a la fois dans leur forme et dans leur valeur », et dont les résultats
ne sont plus nécessairement soumis a interprétation.
La premiére idée qui nous vient alors a ’esprit est de concevoir I’algébre symbolique
comme une forme d’extension généralisée de I'algebre arithmétique, au sens ou les
opérations de 'algebre arithmétique auraient simplement subi un déplacement, un
glissement de sens en direction de I’algebre symbolique. Or pour Peacock, cette
vision est (au moins partiellement) erronée : ce sont selon lui des sciences tota-
lement indépendantes, 'une ne trouvant aucune justification dans 'autre. Car si
I'algebre arithmétique est la « science des quantités », ’algeébre symbolique est celle
« des opérations ». Pour autant, Peacock ne nie pas la valeur de 'algébre arithmé-
tique comme science de suggestion : les opérations qui y sont définies, et surtout
leurs conséquences, servent clairement de guide a I’algébre symbolique. Il est donc
possible de définir des opérations « symboliques » d’addition, de soustraction, de
multiplication et de division, dont on conserve la terminologie par souvenir de
leurs origines, mais qui sont malgré tout nouvelles : elles ne résultent pas d’une
simple analogie, mais bien d’une redéfinition dans un cadre formel. Par contre, si les
objets de I’algébre symbolique prennent des valeurs numériques, les lois « symbo-
liques » coincideront parfaitement avec les lois de I’algebre arithmétique, puisque
les premiéres sont obtenues par une observation soigneuse des derniéres.

On peut donc en conclure que l'algeébre arithmétique est bien quelque part subordon-
née a l'algébre symbolique, mais n’en constitue pas non plus le fondement au sens
strict : elle en constitue davantage un modele, une source d’inspiration. Ces deux
parties sont donc en connexion, sans pour autant étre intégralement dépendantes
I'une de l'autre.

Une question demeure cependant : compte tenu de la relation particuliere qu’en-
tretiennent les algeébres arithmétique et symbolique, n’existe-t-il pas un moyen
permettant de passer de I'une a autre ? C’est alors a ce stade qu’intervient le fameux
« principe de permanence des formes équivalentes ». De maniére pour le moins
synthétique, ce dernier stipule qu’il serait possible non seulement de « transférer »
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les résultats de I’algébre symbolique a I’algébre arithmétique, mais plus surprenant
encore, d’effectuer ce transfert en sens inverse. Ainsi on parviendrait a obtenir des
formes générales via des formes particuliéres!

Voici donc I’énoncé tel qu’il est présenté dans l’article de Peacock « Report on the
recent progress and present state of certain branches of analysis » (1834, p. 198-199,
traduction de DURAND 1990).

Théoréme 1.2 (principe de permanence des formes équivalentes, 1834).

A) Toute forme qui est algébriquement équivalente a une autre quand elle est
exprimée en symboles généraux doit continuer a lui étre équivalente, quel
que soit ce que ces symboles représentent.

B) Toute forme qui est découverte en algébre arithmétique considérée comme
science de suggestion, lorsque les symboles sont généraux dans leur forme,
bien que spécifiques dans leur valeur, doit continuer a étre une forme équi-
valente quand les symboles sont généraux dans leur nature aussi bien que
dans leur forme.

Il semble nécessaire d’effectuer quelques remarques.

26

1. 1l convient ici de préciser ce que Peacock entend par forme algébriquement

équivalente; il s’agit d’'une maniére de distinguer les égalités algébriques des
égalités arithmétiques. Une égalité algébrique est une égalité qui résulte d’'un
calcul purement formel, et qui ne considere aucunement les objets considérés.
Une égalité arithmétique est quant a elle une égalité vérifiée pour tous les
nombres. Si trés souvent les deux types d’égalité coincident, comme dans
Iégalité

(a+0b)? =a%+2ab+ 1%,

ce n’est pourtant pas toujours le cas, comme en témoigne I’égalité

1 +00
1.1 = x"
(1.1) — ZO

qui est une égalité algébrique (comme résultat de la division formelle de 1
par 1 — x) mais non arithmétique (elle n’est pas vérifiée pour x > 1). Ce que
stipule la proposition A, c’est donc que les égalités algébriques de I’algébre
symbolique restent valables en particulier en algébre arithmétique, dans la
mesure ou elles sont définies. Par exemple, le quotient de ’égalité (1.1) n’a de
sens en algébre arithmétique que lorsque 1 — x > 0, i. e. lorsque x < 1, donc le
principe de permanence affirme que pour de tels x, ’égalité est vérifiée (ce
qui est bien le cas).

. Sila proposition A ne parait pas vraiment étonnante, puisque 1’algébre arith-

métique est, comme nous I’avons dit, subordonnée a I’algébre symbolique,
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il n’en va pas de méme de la proposition B qui semble a premiere lecture
difficilement acceptable. Elle pourrait se traduire grossiérement par « toute
propriété vraie en algebre arithmétique demeure vraie en algébre symbolique ».
Comment faut-il alors comprendre la pensée de Peacock ?

Une approche pouvant sembler pertinente consiste & mettre en paralléle ce principe
avec une certaine conception de la connaissance, a la fois « génétique » et « stricte-
ment finalisée ». De la méme maniére que ’homme recourt a ses sens pour tenter de
connaitre le monde, et ainsi approcher une vérité qui est totalement indépendante
de lui-méme, I'algebre arithmétique nous fournit 'expérience du calcul et nous
permet d’appréhender I’algeébre symbolique, qui en fait préexiste a toute connais-
sance. De ce fait, le réle du mathématicien n’est pas d’inventer ou d’établir I’algebre
symbolique, mais bien de la découvrir. Pour ce faire, il dispose justement du moyen
heuristique qu’est 'arithmétique des entiers.

Dans cette interprétation, I'énoncé B exprime donc simplement que c’est la géné-
ralité de la forme qui rend la connaissance valide; quant a I’énoncé A, il assure la
préexistence de I’algeébre symbolique. Son existence ainsi admise, nous pouvons
ainsi légitimement partir a la recherche des lois opératoires qui la régissent, et qui
apparaissent comme nécessaires vis-a-vis de ’algébre arithmétique. En effet, si 'on
parvient a obtenir une égalité en algébre arithmétique, qui est générale dans sa
forme mais pas dans sa valeur, telle que

a™a" =a™" myneN,

et que 'on admet qu’une telle égalité continue a étre satisfaite en algébre symbolique,
alors elle doit nécessairement revétir la méme forme. En particulier, elle sera vérifiée
pour m et n quelconques.

On notera également que Peacock fait paraitre de nouveau en 1842 et 1845 son
ouvrage, mais refondé en deux parties bien distinctes, séparant les algébres arithmé-
tique et symbolique pour plus de clarté. Dans le second volume, A treatise on algebra,
vol. I : on symbolical algebra and its applications to the geometry of position (1845,
p- 59), on retrouve le principe de permanence sous la forme plus succincte suivante
(traduction de WIKIPEDIA 2022) :

Théoréme 1.3 (principe de permanence des formes équivalentes, 1845).
Lorsque des formes algébriques sont équivalentes quand les symboles sont généraux
dans leur forme, mais spécifiques en valeur, elles seront également équivalentes
quand les symboles sont généraux en valeur et dans leur forme.

Le principe de Peacock reléve donc d’un probléme épistémologique complexe, faisant
émerger de multiples questions sur les procédés de généralisation en mathématiques,
et bouleversant par la méme occasion 1’algébre moderne.
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Il nous reste donc, a la lumiére de ces propos, a comprendre en quelle fagon Dedekind
s’inspire du principe de Peacock, et en quel sens il lui permet d’établir les propriétés
arithmétiques de I'idéal. Tout d’abord - et nous reviendrons plus largement sur ce
point ultérieurement — Dedekind s’accorde avec Peacock sur le statut des mathéma-
tiques et sur son rapport a la vérité : cette derniére se présente comme extérieure
a nous, et toute science forme une démarche proprement humaine permettant d’y
accéder. En ce sens, le procédé inductif semble étre la méthode la plus pertinente
pour traduire cet effort de recherche progressive du particulier vers le plus général.

Cependant, si Peacock semble s’inscrire comme un précurseur du formalisme ma-
thématique, attachant une certaine importance au langage et a la forme, Dedekind
n’en fait pas de méme. Ce qui l'intéresse réellement, ce sont les concepts en eux-
mémes, qui ne doivent en aucun cas dépendre de notations particuliéres sous peine
d’obtenir des propriétés trop hatives, dépendantes justement des choix de langage.
Néanmoins, ils ont en commun une certaine démarche pour établir leurs propriétés
générales : il faut étendre leur domaine d’applicabilité et les redéfinir de maniére
appropriée, en prenant garde a ce qu’elles soient encore valables sur le domaine
restreint. Ce n’est donc pas un hasard si Dedekind s’est attaché a présenter I'idéal
en termes arithmétiques : cela lui permet de se baser au départ sur un domaine o
larithmétique est bien maitrisée, celui des « entiers rationnels », puis en appliquant
un principe de permanence similaire a celui de Peacock, d’étendre ces résultats par
nécessité a des domaines plus larges, ceux des anneaux d’entiers. Il n’y a donc plus
de place accordée a I'arbitraire.

Voyons donc concrétement comment Dedekind peut utiliser ce principe de per-
manence pour obtenir les propriétés 1 et 2 de I'idéal, ou du moins leur caractere
nécessaire.

Placons-nous dans le cas des « entiers rationnels » (i. e. Z). Soient a, b € Z divisibles
par un élément p € Z : il existe w, w’ € Z tels que a = pw et b = pw’. On constate
que a+b = pw + pw’ = p(w + ") est divisible par p car w + ' € Z, et que si
c € Z, alors ac = (pw)c = p(wc) est également divisible par p. On dégage donc en
substance deux égalités dans Z :

o + po’ = plo + ')
et
(po)e = p(we)

qui sont spécifiques en valeur, mais générales dans leur forme. Quitte a employer
un principe de permanence légerement remanié, ou I’algébre arithmétique s’étend
aux entiers relatifs, on peut s’assurer que ces deux égalités restent valables quelle
que soit la nature des objets y, ¢, w, @’. En particulier, elles doivent étre vérifiées si
ces éléments sont dans O. Nous obtenons donc les propriétés voulues pour pO, ou p
est un élément quelconque de O réellement existant, premier ou non. Pour obtenir
un résultat similaire lorsque p est un nombre idéal, il suffit de voir les deux égalités
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précédentes comme spécifiques pour la valeur de y1, mais toujours générales dans
leur forme. Par une seconde application du principe de permanence relativement a
Parithmétique de O, on obtient donc que les égalités doivent rester valables pour
toute valeur de p, d’ou la conclusion souhaitée.

On trouve donc que les propriétés 1 et 2 définissent des conditions nécessaires pour
I’idéal. Il reste donc a Dedekind a démontrer que de telles conditions sont également
suffisantes, ce qu’il parvient a établir « a la suite de nombreux et vains efforts. »

Ainsi défini, I'idéal devient un puissant concept, capable de supporter toute la théorie
des entiers algébriques dans les corps de nombres, principalement parce qu’il devient,
comme nous ’avons déja dit, une entité arithmétisable.

c. L’arithmétique de I'idéal : une réponse au probléme d’unicité

En effet, le profond intérét des idéaux est surtout que ’on peut opérer avec ces objets
de la méme maniere qu’avec des nombres, en s’inspirant en grande partie des lois
arithmétiques des entiers, comme le suggere le principe de permanence.

Examinons par exemple la relation de divisibilité entre deux idéaux a et b d’'un
domaine d’entiers O, qui coincide avec la relation d’inclusion :

adiviseb < b Ca.

Comment a-t-elle été introduite ? Commengons par considérer deux éléments a, § € O.
On remarque que « divise S si et seulement si f € @O, ou aO est I'idéal principal
engendré par a. Ainsi tout élément de SO est dans aO, car tout élément de SO est
en particulier divisible par 8, donc par a. Réciproquement, si O est inclus dans aO,
il est bien clair que § € O C a0, donc = aw, w € O. En d’autres termes,

al|p = PO C 0.

Ceci donne donc une définition de la division entre deux idéaux principaux. En
utilisant une fois encore le principe de permanence, on en conclut que le résultat doit
subsister méme lorsque « et § sont des nombres idéaux, ce qui fournit le résultat
attendu.

Le produit ab est quant a lui défini par les sommes finies des produits ab ou a € a
et b € b; sa particularité, qui comme I'explique Dedekind est loin d’étre immédiate
et nécessite de durs efforts pour étre établie, est que ce produit se trouve lié a la
division de la maniére suivante :

a divise b &= Jcidéalde O b = ac.

Cette équivalence constitue un résultat fondamental; on retrouve ici une propriété
bien connue dans Z, qui affirme la réciprocité des opérations de multiplication et de
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division. L’analogie se poursuit d’ailleurs en considérant la notion d’idéal premier :
il s’agit d’un idéal divisible uniquement par O et lui-méme. Si I'on fait un parallele
avec le vocable propre aux entiers algébriques, on remarque ainsi que la définition
donnée correspond en fait a une notion d’irréductibilité, et non plus seulement de
primalité, exactement comme pour les « nombres premiers » de Z. Enfin, on peut
introduire également la norme d’un idéal, définie par

N(a) =#(0/a).

Explicitons davantage cette notion. Etant donnés deux éléments w, w’ € O, nous
dirons qu’ils sont dans la méme classe d’équivalence modulo a si w — @’ € a. On
peut donc constituer une partition de O consistant en les classes d’équivalence
modulo a : nous notons alors O/a I'anneau ainsi obtenu, appelé anneau quotient :
dans cette structure, on ne différencie plus deux éléments appartenant a la méme
classe. Or dans ce cas précis, 'anneau quotient est formé d’un nombre fini de classes
d’équivalence, ce qui nous permet de définir la norme de a comme le nombre de
classes d’équivalence distinctes, i. e. comme le cardinal de O/a. Elle a 'avantage de
bénéficier, comme pour Z, de la propriété de multiplicativité :

N(ab) = N(a)N(b).

On saisit donc 'avantage d’une telle présentation arithmétique : elle permet de saisir
et de manipuler sans réelle difficulté la nouvelle structure d’idéal, de par les liens
profonds tissés avec les lois opératoires sur Z, et également par les terminologies
usuelles qui sont conservées. L’arithmétique de Z, qui a guidé la construction de
I’idéal, se trouve ainsi totalement englobée dans I'arithmétique des idéaux, et n’en
constitue qu’un cas particulier. C’est donc un formidable effort de pédagogie qui
transparait dans la démarche dedekinienne, ou I'idéal est introduit sous une forme
qui le rend tout de suite trés familier au lecteur, de par sa forte ressemblance avec
I'entier relatif.

Gréce a ces différents outils, Dedekind aboutit finalement au résultat fondamental
suivant, qui vient répondre de maniére élégante a notre problématique initiale.

Théoréme 1.4 (unicité de la décomposition en produit d’idéaux).
Tout idéal de O (différent de O) est ou un idéal premier, ou peut étre représenté
d’une seule maniere sous la forme d’un produit d’idéaux tous premiers.

Ainsi, méme si 'unicité n’est pas toujours assurée en termes d’éléments, elle I’est
systématiquement en idéalité. L’idéal nous a donc permis de rétablir le lien avec
les lois de la divisibilité des nombres rationnels, en utilisant uniquement les objets
réellement existants du systéme. On pourrait méme souligner pour clore cette
exposition qu’il s’agit ici du véritable « théoréme fondamental de ’arithmétique » :
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celui que ’'on connait sur les entiers relatifs n’en est en fait qu’une version bien plus
restreinte.

L’étude de I'émergence de I'idéal montre immédiatement différents aspects des
mathématiques dedekiniennes.

Premiérement, on peut noter un élan d’arithmétisation dans la théorie des nombres
entiers algébriques. Les lois opératoires régissant '’ensemble des nombres ration-
nels constituent un véritable « modele de base » sur lequel on peut s’appuyer pour
établir une théorie générale des idéaux. L’arithmétique de I’idéal se présente ainsi
comme une généralisation a son plus haut degré de ’arithmétique sur Z. Il semble
donc intéressant de s’attarder sur le réle crucial que joue 'arithmétique dans les
mathématiques dedekiniennes. Deuxiémement, on voit poindre par la méme oc-
casion un point de vue ensembliste : Dedekind utilise sans crainte des collections
infinies d’éléments et les manipule comme s’il s’agissait de nombres. Nous verrons
I'importance de la notion de « systéme », qui plus quun simple concept, est comme
nous 'avons évoqué une opération fondamentale de la pensée humaine. Ces deux
points, qui sont en réalité intrinsequement liés, seront étudiés dans la prochaine
partie.

Troisiémement, on percoit plus globalement chez Dedekind son souci constant de la
rigueur, et la volonté d’asseoir les mathématiques sur des bases solides : les « étres
inexistants » tels les nombres idéaux, entre autres, n’ont pas leur place dans son
discours, de par le manque de clarté dans leur nature et leur utilisation. Mais plus
encore, cette rigueur semble aller de pair avec deux idées fondamentales : celle de
généralité, qui doit conduire a la fois a se détacher des représentations particulieres
et a étendre au maximum la portée des résultats, et celle de « création » de concepts,
qui place le mathématicien comme pleinement acteur de sa science. Nous soulignons
également qu’elles procédent chacune par une forme d’induction, dont nous avons
déja en partie traité avec le principe de permanence. On cherche donc non seulement
a étendre la portée d’une théorie a partir de principes déja existants, mais on définit
également de nouveaux objets d’'une pertinence remarquable pour atteindre « le
plus haut degré de perfection ». Nous devrons ainsi comprendre comment opérent
ces différents processus et ce qui fait leur force.

On peut cependant en dernier lieu soulever un paradoxe apparent dans sa vision
des mathématiques : méme s’il semble s’opposer a un constructivisme pur, et qu’il
semble plutét suivre une méthode axiomatique (en dégageant des conditions néces-
saires pour former une base minimale de la définition, puis en vérifiant la suffisance
des conditions trouvées), il n’en reste pas moins que Dedekind « crée » des struc-
tures : dans quel courant mathématique se place-t-il alors? La création doit-elle
étre entendue au sens intuitionniste ou constructiviste du terme? Est-elle alors
rigoureuse ?

Ces questions concernant la position particuliére qu’occupe Dedekind parmi ses
contemporains feront I'objet d’une étude approfondie dans la derniére partie.
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Nous avons eu 'occasion de remarquer I’aspect indéniablement arithmétique que
revét 'idéal chez Dedekind ; une lecture attentive de son traité « Sur la théorie
des nombres entiers algébriques » nous montre également le recours fréquent a des
outils ordinairement spécifiques a I’arithmétique dans le cadre des idéaux : lois
opératoires de produit et de division, congruences modulo un idéal, etc., qui gagnent
de ce fait en généralité. Par ailleurs, I'arithmétique semble intervenir de maniére
conséquente dans le processus inductif relatif a la « création », comme en témoigne
le principe de permanence de Peacock.

L’étude des autres publications de Dedekind mettra ainsi en lumiére la position
phare qu’occupe I'arithmétique dans ses mathématiques. Mais plus encore, nous
constaterons le souci d’une rigueur totale chez notre mathématicien, qui ira jusqu’a
déterminer la véritable essence de 'arithmétique, en faisant ainsi un socle légitime
et consistant permettant le développement des autres branches des mathématiques.

Cette partie s’appuiera donc grandement sur les écrits originaux de Dedekind, en
particulier Continuité et nombres irrationnels et Que sont et a quoi servent les nombres ?,
ainsi que sur les remarques trés pertinentes de BENIS SINACEUR (2007) et BENIs
SINACEUR (2008).

2.1 La place de I'arithmétique dans les mathématiques

a. L’antériorité épistémologique de I'arithmétique

Pour confirmer cette prédominance de I’arithmétique et comprendre davantage
le penchant de Dedekind pour cette discipline, analysons un autre écrit de notre
mathématicien : Continuité et nombres irrationnels (1872). Dans ce projet, Dedekind
fait part de sa volonté de fonder rigoureusement ’analyse réelle sur I’arithmétique,
sans aucune référence a I'intuition géométrique.
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Ce besoin se fait sentir quand il se met a enseigner le calcul différentiel a 'Ecole
polytechnique fédérale de Zurich en 1858. Entre autres, il se rend compte de la

difficulté d’introduire la notion de limite vers une valeur fixe en toute rigueur,
Iintuition géométrique étant avant tout sollicitée. En fait, Dedekind formule le
reproche d’une absence de définition rigoureuse de la continuité.
L’on dit si souvent que le calcul différentiel traite des grandeurs conti-
nues, et pourtant nulle part n’est donnée une définition rigoureuse de

cette continuité; et méme les présentations les plus rigoureuses du cal-
cul différentiel ne fondent pas leurs démonstrations sur la continuité.

Soit elles font plus ou moins consciemment appel a la géométrie, ou

[1872] 2008a, p. 60.)

a des représentations inspirées de la géométrie, soit elles s’appuient sur
des théorémes qui ne sont eux-mémes jamais démontrés de maniére

purement arithmétique. (Continuité et nombres irrationnels, DEDEKIND

Deux idées fondamentales semblent ainsi émerger : ’assimilation de I’arithmétique
a la rigueur, et un certain détachement par rapport a la géométrie. En quoi alors
cette derniére manque-t-elle de rigueur ? Pourquoi une définition arithmétique de la
continuité répond-elle mieux aux exigences de Dedekind ?
Ceci demande d’étudier le lien existant entre nombre et grandeur. On sait qu’il est
possible d’associer a tout nombre rationnel un unique point sur une ligne droite L a
origine et abscisse unité fixées, telle une régle graduée : les rationnels positifs seront
a droite de l'origine, les rationnels négatifs a gauche. Pour autant, il existe des points
sur L ne correspondant a aucun rationnel.
Considérons le rapport entre le c6té et la diagonale d’un carré. Fixons sur L deux
points 0 et 1, définissant ainsi une origine et une unité, et construisons le carré

comme dans la figure ci-dessous. Pour obtenir le point correspondant a ce rapport,
il suffit de rabattre la diagonale sur la droite L comme dans la figure 2.1.

0

L
FIGURE 2.1 : Le rapport entre le coté et la diagonale d’un carré.
rapport vaut V2).

Le point A ainsi défini ne se trouve alors associé a aucun nombre rationnel (ce
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Ainsi il faut intuitivement compléter 'ensemble des nombres rationnels pour obtenir
un ensemble ayant « la méme continuité que la ligne droite ». Au premier abord,

33



2. Le role fondamental de 'arithmétique

on peut donc croire que la continuité géométrique vient précéder la continuité
arithmétique. Mais alors, d’ou provient la continuité de la ligne ?

Si pour beaucoup de mathématiciens, elle est intuitive et évidente, vue comme reflet
de l'espace réel, ce n’est absolument pas le cas chez Dedekind. La droite n’est tout
d’abord pas percue comme continue, mais pensée comme telle : ce n’est ni plus ni
moins qu’un axiome prédéfini. Ce n’est donc plus une affaire de perception, mais
bien de définition. De plus, Dedekind est le premier & montrer que cette continuité
ne va pas de soi et n’est pas intrinséque a I’espace euclidien : comme 1’écrit H.
Benis Sinaceur, « rien dans les assomptions d’Euclide ne nous conduit logiquement
a la continuité ». Dedekind montre ainsi que 'on peut parfaitement réaliser toute
construction euclidienne en se donnant uniquement I’ensemble des nombres réels
algébriques, ensemble dénombrable donc discontinu. Bien que surprenante, cette
conclusion met a mal 'espoir de fonder la continuité sur la géométrie.

On comprend donc que la géométrie n’est qu'un moyen heuristique pour établir une
continuité arithmétique, mais en aucun cas ne lui est antérieure. Seule la définition
rigoureuse du nombre réel, de maniere purement arithmétique, peut amener a « pen-
ser le continu de la ligne que la géométrie ne permet pas de percevoir ». Définir un
nombre réel comme rapport de deux grandeurs présupposerait finalement I’existence
de ce que 'on veut démontrer, et constituerait « une faute logique ».

La continuité arithmétique permet donc de fonder la continuité géométrique, car
elle suffit a la déterminer et est définie indépendamment d’elle. L’antériorité de
larithmétique par rapport a la géométrie est alors clairement établie, et d’autres
domaines tels que I’algebre et I’analyse seront a leur tour fondés sur cette discipline.
Précisons cependant que cette priorité est d’un caractere épistémologique plutéot
qu’ontologique : il s’agit d’'une question relative au fondement de la science, ne
cherchant pas a savoir lequel des concepts de nombre ou d’espace s’est mis a exister
en premier chronologiquement parlant.

b. Un penchant global pour I'arithmétisation

Dedekind prend part plus généralement a un mouvement d’arithmétisation des
mathématiques, profondément caractéristique du x1x° siécle. Ainsi selon les dires
d’Hilbert, les mathématiques de cette période se sont développées « sous le signe du
nombre ».

Il est bien évident que I’héritage transmis a Dedekind n’est pas simplement le fruit
d’une poignée de mathématiciens : ses travaux s’inscrivent avant tout dans un
environnement mathématique et scientifique soumis & de multiples influences. Néan-
moins, on peut citer trois grands noms des mathématiques, qui ont profondément
marqué leur science de leur empreinte, et qui ont certainement incité plus ou moins
directement Dedekind a suivre leurs traces.
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— On peut tout d’abord citer Carl Friedrich Gauss (1777-1855), qui dirige la these
de Dedekind a 'université de Gottingen. Il qualifie I’arithmétique de « reine
des mathématiques », lui accordant ainsi une place supréme au cceur de sa
discipline. Notons qu’il entend I'arithmétique au sens le plus large : il ne s’agit
plus de s’intéresser uniquement a la suite des nombres entiers naturels, mais a
ce qu’on considére aujourd’hui comme des problémes de théorie des nombres.
Il opére ainsi dans ses Recherches arithmétiques (1801) une distinction entre
« arithmétique élémentaire » et « arithmétique transcendante ». Par ailleurs,
cet ouvrage marque la préférence du concept a la notation, de 'interne a
Iexterne. En effet, le choix d’une notation particuliére pose deux problémes.
Il peut premierement induire de maniére souvent inconsciente une analogie
avec des objets déja existants, et de ce fait conduire a accepter de facon
illégitime et hative certaines propriétés; et deuxiémement, il faut prendre
garde a ce que les propriétés que 'on vient d’établir ne dépendent pas de telle
ou telle représentation explicite, mais bien des objets eux-mémes. Bien que ces
représentations ne soient pas proscrites en tant que telles, elles nécessitent de
prendre certaines précautions. Cette démarche se retrouve tres nettement dans
les mathématiques dedekiniennes, qui préfére se fonder sur les caractéristiques
intrinséques des objets.

— Nous pouvons ensuite mentionner Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859),
qui accepte la chaire de mathématiques de Gottingen peu aprés la mort de
Gauss. Il aurait exercé une influence profonde sur Dedekind, qui est a cette
époque Privatdozent dans cette méme université : en effet, Dirichlet a véritable-
ment attisé son intérét pour la théorie des nombres, faisant de lui « un homme
nouveau ». Dedekind hérite d’ailleurs de son sens trés aigu de la rigueur, et de
I'idée centrale que I’arithmétique enveloppe 'algébre et ’analyse : en effet,
d’apreés Dirichlet, un théoréme d’algebre ou d’analyse peut toujours s’énoncer
comme un théoréme sur les nombres entiers.

— Terminons cette liste non exhaustive par Bernhard Riemann (1826-1866), qui
étudie avec Dedekind a Berlin et a Gottingen, et tisse avec lui une profonde
amitié. Dedekind estime d’ailleurs beaucoup les travaux riemanniens, et re-
vendique de nombreux points communs entre leurs visions respectives des
mathématiques. Plus précisément, il semblerait que la théorie des fonctions de
Riemann ait servi de modele a Dedekind, du moins dans sa présentation : elle
s’attache a « mettre en évidence les concepts les plus généraux », ce qui nous
l’avons constaté est typique de Dedekind. Elle pourrait donc I’avoir quelque
peu poussé a effectuer un travail similaire a I’échelle de la théorie des nombres,
en dégageant des « concepts fondamentaux simples ». Par exemple, RIEMANN
(1869) a proposé une nouvelle définition de 'espace abstrait dans son mémoire
d’habilitation « Sur les hypothéses qui servent de fondement a la géométrie »,
qui est caractérisé de maniére intrinséque par sa métrique. Une telle définition
ne suppose en effet rien de donné ou d’intuitif sur le concept méme d’espace
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ou sur les constructions que I'on peut y effectuer. C’est exactement I'idée qu’a
suivie Dedekind pour sa définition du nombre : elle doit lui étre inhérente et ne
se rapporter « ni a I'espace, ni au temps de notre expérience physique ».

La notion riemannienne de variété serait d’ailleurs, selon les historiens, I’an-
cétre des « systémes » de Dedekind. Elle s’entend de maniére trés large comme
un cas particulier de collection d’objets, dont les éléments sont unis par un
mode de liaison spécifique, permettant de passer de 'un a I’autre. Notons
cependant que ce concept ne s’entend pas totalement comme une approche
ensembliste au sens de Dedekind ou de Cantor, ces derniers préférant « neutra-
liser » ces modes de liaison pour se recentrer sur les éléments en eux-mémes.
Il n’en reste pas moins que la variété riemannienne a trés probablement in-
fluencé les deux mathématiciens, qui emploient parfois le terme allemand
Mannigfaltigkeit pour désigner un ensemble quelconque.

A travers ces trois mathématiciens, on retrouve en fait une véritable « approche
conceptuelle », qui fait la tradition de I'université de Gottingen au x1x° siécle. Si
Gauss et Dirichlet peuvent en étre vus comme les péres fondateurs, ce sont Dedekind
et Riemann qui la perpétuent a travers leurs travaux, malgré une réception qui n’est
pas toujours des plus chaleureuses. Globalement, elle marque la préférence de 'idée
au calcul, du concept a la présentation algorithmique, s’opposant ainsi a ’approche
plus « calculatoire » de I’école de Berlin. Elle bouleverse ainsi le mode de pensée : si
les objets manipulés sont en surface les mémes dans les deux cas, leur traitement
et leurs définitions s’y présentent de facon sensiblement différente. Dans cet esprit,
Dirichlet donne pour la premiére fois des méthodes non constructives en théorie
des nombres, ou des preuves d’existence sans moyen de construction. De méme,
Riemann et Dedekind placent tous deux les mathématiques a un niveau d’abstraction
supérieur, en recourant a des collections de fonctions ou de nombres pour éviter au
maximum les calculs.

Prenons garde cependant a ne pas tomber dans une opposition tranchée entre ces
deux conceptions des mathématiques. Celle dont se défend Dedekind ne rejette en
aucun cas le calcul : elle lui préfere simplement le concept qui doit étre en état d’an-
ticiper, voire de prédire les résultats que fournissent les procédures algorithmiques.
Le concept prescrit en fait un environnement, une structure permettant de dominer
Pobjet en question et donc de posséder un coup d’avance dans sa compréhension
par rapport a un calcul direct.

Que signifie d’ailleurs le terme « concept » au sens de Dedekind ? Bien qu’elle
n’en fournisse aucune définition précise, H. Benis Sinaceur y voit « le fruit d’une
opération mentale repérant et reliant des propriétés réelles des choses ». Il s’agirait
d’un mode de pensée qui trouve sa signification, sa compréhension, non dans un
support linguistique ou dans un objet auquel il se réfere, mais bien en lui-méme.
Il sert donc avant tout a organiser et a structurer ce qui nous entoure, de maniére
objective : il doit cerner les propriétés réelles des objets.

36 Mathématiques vivantes n° 74



L’émergence du concept d’idéal chez Richard Dedekind

Finalement, ’arithmétique jouit d’un statut d’une importance majeure : elle se
positionne comme base de la science mathématique, et en méme temps semble
favoriser une approche plus axée vers les concepts et vers ’essence méme des objets.

c. Tout réduire a I'arithmétique ?

Si arithmétique est bien entendue comme fondement de toutes les mathématiques,
pourquoi alors ne pas les réduire a cette seule branche ? C’est en effet ce que préconise
Kronecker, qui restreint tout de maniére radicale aux entiers; mais ce n’est point ce
qu’envisage Dedekind.

Toutefois, je ne vois aucun gain a entreprendre effectivement - et tel
n’était pas non plus le projet de Dirichlet — cette pénible transcription
et a ne vouloir utiliser et reconnaitre que les nombres naturels. Bien au
contraire, les progres les plus grands et les plus féconds en mathéma-
tiques et dans d’autres sciences sont dus avant tout a la création et a
I'introduction de nouveaux concepts, qui sont rendues nécessaires par le
fréquent retour de phénomenes complexes difficilement maitrisables par
les anciens concepts. (Que sont et d quoi servent les nombres ?, DEDEKIND
[1888] 2008b, p. 139.)

Dedekind adopte en réalité la démarche opposée, qui consiste a tout développer a
partir des entiers : 'arithmétique forme une base sur laquelle on peut créer des
concepts généraux et abstraits, visant par exemple a unifier une théorie donnée.
Ceci confirme donc les propos que nous venons de tenir, a savoir que l'intervention
de l'arithmétique dans ce processus de « création » de concepts est essentielle. Mais
il est important de souligner également que si la création y prend ses racines, elle ne
s’entend pas simplement comme une somme de petits principes arithmétiques. Cela
la réduirait finalement a une immense tautologie, et ne permettrait pas de progresser
dans la connaissance de la théorie.

En conclusion, nous avons mis en évidence que pour Dedekind, la science ma-
thématique repose sur 'arithmétique, mais qu’elle ne doit pas pour autant y étre
réduite : elle n’y trouverait aucun intérét. Au contraire, I’arithmétique constitue un
point de départ pour le développement de nouveaux concepts, tel celui d’idéal, nous
autorisant alors a résoudre des problémes d’origines diverses.

Il reste cependant a comprendre pourquoi I’arithmétique est profondément syno-
nyme de rigueur dans les mathématiques dedekiniennes. Dans son idéal de présenter
des mathématiques unifiées et solidement fondées, il est hautement probable que
Dedekind ait tenté de répondre a cette question dans I'un de ces écrits, en remontant
par exemple aux origines mémes de Parithmétique.
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2.2 Aux origines de ’arithmétique

a. Une définition des entiers naturels

I1 semblerait bien que Dedekind ait donné raison a notre intuition, en publiant
Que sont et a quoi servent les nombres ? (1888); ce sera en quelque sorte la derniére
étape de notre « remontée aux sources », qui va conférer rigueur et légitimité a
Iarithmétique, comme base de tout développement mathématique.

Que sont et a quoi servent les nombres ? constitue d’une certaine maniére le complé-
ment de Continuité et nombres irrationnels : ces deux écrits forment les deux piéces
d’un projet visant a poser les fondements de 'arithmétique des entiers positifs, pour
obtenir par « extension conservative » les nombres relatifs et rationnels, et enfin
aboutir aux nombres réels.

Le premier est ainsi a placer logiquement en amont du second, qui considere acquise
I'arithmétique des rationnels; on peut alors s’étonner du fait qu’il ait été publié seize
ans apres Continuité et nombres irrationnels. Ceci peut s’expliquer par différentes
raisons. Tout d’abord, Que sont et a quoi servent les nombres? est le résultat de
quinze années de réflexion, et n’a pas été écrit d’une seul traite : Dedekind a connu
des moments de doute et d’interruption dans son travail, pensant méme que son
écrit ne verrait jamais le jour. Ensuite, la question du fondement de ’arithmétique
des entiers naturels ne s’est pas toujours posée chez Dedekind : dans sa these
d’habilitation de 1854, les entiers positifs sont considérés comme « la suite originaire
de nombres », permettant d’engendrer tous les autres types de nombres. En d’autres
termes, les nombres entiers formaient selon lui la donnée ultime et leur existence
n’avait nullement besoin d’étre démontrée.

Désormais, sa vision est toute autre : les entiers naturels positifs doivent étre fondés
car « ce qui est démontrable ne doit pas étre admis sans démonstration ». Il s’agit la
d’une démarche fondamentalement nouvelle par rapport a ses contemporains qui,
a I'instar de Dedekind lui-méme quelques années auparavant, placent les entiers
naturels comme des entités allant de soi et ne nécessitant aucune définition préalable.
H. Benis Sinaceur dresse le constat suivant : pour Brouwer ou Poincaré, les entiers
naturels relévent de Pintuition; pour Helmholtz, ils sont issus de I'expérience ; pour
Kronecker, ils sont tout simplement le fruit de 'intervention divine. Cette derniere
affirmation résulte d’une interprétation littérale de la phrase de Kronecker que « Le
bon Dieu a fait les nombres entiers, tout le reste est 'ceuvre de 'homme », que
Philippe SEGUIN (2023) rectifie : Kronecker affirme simplement qu’on ne peut rien
dire de l'origine des nombres entiers.

Comment alors Dedekind va-t-il fonder la notion de nombre naturel, et ’arithmétique
qui en découle?

On constate tout d’abord que Dedekind veut placer I'arithmétique comme « simple
partie de la logique » : il compte en particulier dégager le concept méme de nombre
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de toute représentation liée a 'espace et au temps, qui sont des notions totalement
étrangeéres aux mathématiques et qui relévent avant tout de la perception et de
Iintuition. Au contraire, le nombre se veut une « émanation immédiate des lois de
la pensée », entiérement « créé » par I'esprit.

Comment faut-il entendre tout ceci? Pour définir les entiers naturels que nous con-
naissons, Dedekind va en fait chercher a les dépouiller de tout contenu particulier,
pour en faire des éléments purement abstraits obéissant a une structure d’ordre.
Les nombres entiers concrets seront ainsi les cas particuliers d’une arithmétique
plus générale, ne faisant plus nécessairement intervenir des nombres, mais qui aura
I'avantage de ne s’appuyer que sur des représentations de I’esprit, ou plus exactement
sur des « opérations fondamentales de la pensée ».

b. Les opérations de la pensée

En effet, pour Dedekind, le concept de nombre est intrinsequement lié a la na-
ture méme de 'esprit, et facilite le travail de la pensée. Ainsi selon lui, « tout homme,
méme s’il n’y prend pas clairement garde, est arithméticien ». Quoi alors de mieux
pour expliciter les lois arithmétiques que des actes de la pensée ?

C’est donc comme véritables activités de 1'esprit que doivent étre comprises ces
opérations, et non comme simples résultats d’un procédé effectif. Elles dépassent
d’ailleurs assez largement la seule arithmétique, et préceédent finalement toute forme
de création mathématique, quelle qu’en soit la forme. Selon M. Detlefsen (voir
HAFFNER 2014a), il s’agirait méme des seules vérités non prouvables, ce qui en ferait
des candidates sérieuses a I'idéal de rigueur dedekinien.

Ces opérations sont au nombre de deux, et force est de constater qu’elles posent
dans le méme temps les jalons de la théorie ensembliste.

— La premieére d’entre elles vise a saisir sous un méme point de vue, a réunir en
pensée des choses différentes : le concept qui en résulte est appelé systéme, ou
ensemble. Il est ainsi permis d’assimiler une diversité de choses a une unité.
Initialement, cette opération n’a suscité aucune question de fondement chez
Dedekind, tant elle lui était naturelle et familiére; cependant, il ressentira
ultérieurement la nécessité de prouver I'existence de systémes infinis, qui
rassemblent en une unité une infinité d’éléments. Bien qu’il n’y soit pas
réellement parvenu, il n’a jamais remis en cause la capacité de 'esprit a créer
ce type de concepts.

— La seconde consiste a mettre en relation, en correspondance, des choses diffé-
rentes : elle donne naissance au concept d’application®, qui permet en quelque
sorte d’effectuer une traduction d’un langage a un autre, et de conserver ou

1. Nous préférons cette traduction a celle de représentation proposée par H. BENIS SINACEUR (2008,
p. 11) pour le mot Abbildung, voir SEGUIN 2022, p. 276, n. 30.
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transporter des propriétés entre deux domaines. Nous pourrions dire qu’il
s’agit de 'ancétre de notre morphisme actuel, qui préserve les structures.

Comme I’écrit H. Benis Sinaceur, on ne peut que souligner « 'originalité épistémo-
logique » et « ’acte inventif » de ces conceptions, qui placent ici Dedekind dans
la veine d’un formalisme leibnizien. Ainsi, ’arithmétique des entiers naturels va
pouvoir naitre de ces deux actes fondamentaux de I’esprit, matérialisés par le sys-
téme et 'application. En effet, Dedekind s’attache ensuite a développer les notions
de chaine et d’application semblable, entiérement fondées sur les deux concepts
précédents, qui décrivent de maniére parfaitement rigoureuse les lois arithmétiques
générales auxquelles obéissent en particulier les entiers naturels. Il donne ainsi
une nouvelle définition profondément abstraite du nombre, qui se dégage de nos
nombres « intuitifs » usuels. C’est en ce sens-la que le nombre devient « une libre
création de I'esprit humain ».

Nous ne décrirons pas davantage ici ces nouveaux concepts, qui nous éloigneraient de
notre but initial. Néanmoins, nous avons a présent cerné ce qui fait de I'arithmétique
un objet de rigueur chez Dedekind : non seulement elle se place comme partie de la
logique, dépassant ainsi la seule arithmétique des entiers naturels et s’appliquant
a toute sorte d’objets, mais elle repose de plus uniquement sur deux opérations
de la pensée, le systéme et application. Sa définition ne nécessite donc aucun
recours a des opérations arithmétiques, ce qui évite une démonstration pour le
moins circulaire. Aussi solidement fondée, ’arithmétique peut ainsi soutenir toutes
les mathématiques.

Elle se laisse alors développer dans le cadre des idéaux, ou dans celui d’autres
concepts qui ne semblaient pas arithmétisables a priori, venant acquérir un degré
de généralité sans précédent. Elle permet également un traitement de tous les cas
sans exception, en unifiant une théorie donnée, ce qui en fait un puissant outil de
généralité.

Remarquons également que le systéme et ’application, en plus de fonder rigoureu-
sement I'arithmétique, ont aussi leur intérét propre dans la définition de nouvelles
structures, telles que I'idéal ou la coupure.

2.3 L’arithmétique au service des concepts

a. Un second concept dedekinien : la coupure

Pour terminer cette partie, nous nous proposons justement de comparer deux
concepts créés par Dedekind : I’idéal et la coupure. Nous essaierons surtout d’en
percevoir les similitudes, et de constater a quel point larithmétique et la théorie
ensembliste y exercent directement leurs influences.
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Développons briévement avant toute chose la notion de coupure, qui est explicitée
par Dedekind dans Continuité et nombres irrationnels. Rappelons que cet écrit vise a
construire rigoureusement 'ensemble des nombres réels.

Nous avons déja précisé le fait qu’a tout nombre rationnel est associé un unique
point sur une ligne droite L. Cependant, la réciproque est clairement fausse, puisqu’il
existe des points de L qui ne correspondent a aucun nombre rationnel. Construire
les réels revient donc de maniere informelle a compléter I’ensemble des rationnels
de manieére a obtenir un ensemble aussi complet que la droite, aussi « continu » au
sens de Dedekind;; il y aura alors en termes modernes une bijection entre I’ensemble
des nombres réels et celui des points de la droite. Comment matérialiser cette idée
de maniere indépendante de la géométrie, qui nous I’avons vu ne rentre pas dans
I'idéal de rigueur dedekinien?

La réponse tient pour I'essentiel en deux points : I'arithmétique des nombres rationnels
et la notion d’ensemble.

Dedekind commence par effectuer la remarque suivante : tout nombre rationnel a
partage 'ensemble des rationnels R en deux ensembles ou « classes » A; et Ay, telles
que tout élément de A, est inférieur a tout élément de A, ; a est alors au choix le
plus grand nombre de la classe A; ou le plus petit nombre de la classe A;.

Ceci lui donne I'idée de concevoir plus généralement une subdivision de R en deux
ensembles A; et A,, telle que tout élément de A; est inférieur a tout élément de A, :
la donnée d’un tel couple (A;, Ay) sera ainsi appelée « coupure ». Il est alors clair
d’apres ce qui précéde que tout nombre rationnel définit une coupure. Pour autant,
toute coupure n’est pas opérée par un nombre rationnel.

En effet, soit A, I'ensemble des rationnels positifs dont le carré est supérieur stricte-
ment a 2, et soit A; 'ensemble formé de tous les autres rationnels. Vérifions que tout
élément de A; est bien inférieur a tout élément de A,. Soita; € A;;sia; < 0, il est di-
rectement plus petit que tout élément a; € A; qui est positif par définition. Si a; > 0,
son carré est inférieur ou égal a 2, donc il est plus petit que tout élément a, € A,
dont le carré est strictement supérieur a 2. (A, A;) définit donc bien une coupure,
pourtant elle n’est opérée par aucun nombre rationnel : on ne peut en trouver un
dont le carré vaut 2.

Nous voyons ainsi apparaitre une propriété « d’incomplétude » des rationnels :
on ne peut associer a toute coupure un nombre rationnel. La coupure vient d’'une
certaine facon jouer arithmétiquement le réle de la ligne droite. On peut alors définir
les irrationnels de maniere a rendre totale la correspondance entre nombre réel
et coupure : pour toute coupure (A;, Az) non opérée par un rationnel, on crée un
nouveau nombre «, dit irrationnel, qui lui sera associé. De cette maniére, toute
coupure est assimilée & un nombre réel, rationnel ou irrationnel, et inversement.

Pour achever cette construction, il reste a ordonner I’ensemble des réels et a y définir
les opérations usuelles d’addition, de soustraction, de produit, etc. Il suffit pour cela
de se ramener aux coupures qu’ils définissent, qui rappelons-le ne font appel qu’a
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des nombres rationnels, auxquels nous savons appliquer en toute rigueur les lois
arithmétiques. On obtiendra donc des opérations qui seront définies uniquement a
partir de celles des rationnels, et qui plus encore viendront les prolonger.

b. Les points communs entre coupure et idéal

Quels paralléles pouvons-nous alors effectuer entre ce concept et celui d’idéal ?

42

— En premier lieu, ces deux concepts s’inscrivent clairement dans la logique

d’arithmétisation de Dedekind. Non seulement, les problémes posés sont
a chaque fois traduits dans le langage propre a I'arithmétique, mais leurs
solutions y trouvent également toute leur force. En effet, la théorie de la
divisibilité des idéaux n’est considérée qu’a travers les régles de divisibilité sur
les entiers algébriques, elles-mémes fondées sur celles des rationnels; quant
a la notion d’idéal en elle-méme, elle est définie uniquement via la stabilité
par deux opérations arithmétiques : ’addition et le produit par un élément
de ’anneau. De maniére semblable, Dedekind parvient a retranscrire par le
concept de coupure la complétude de la droite, et développe I'arithmétique
des réels en s’appuyant une nouvelle fois sur celle des rationnels. Remarquons
ici la maniére dont tout est « développé » a partir des rationnels, et donc par
extension a partir des entiers, conformément a ce que souhaite Dedekind.
Bien entendu, on note 'usage dans les deux cas de 'opération de pensée
relative au systéme, qu’il place a la base méme de ses concepts, et 'aisance
avec laquelle il pense et manipule les ensembles infinis. En effet, 'idéal est
lui-méme une collection potentiellement infinie d’éléments d’'un domaine,
tandis que la coupure consiste en une partition de I’ensemble des rationnels en
deux sous-ensembles infinis. Dedekind est ainsi, avec Cantor, I'initiateur de la
théorie ensembliste qui a révolutionné le fondement méme des mathématiques
et de la logique.

En outre, on constate le souci de rigueur dans la définition de ces concepts,
qui ne sont fondés que sur des faits préalablement démontrés et établis, tout
en refusant de considérer des « étres inexistants » tels les nombres idéaux, ou
des « objets intuitifs » telle la ligne droite comme bases du raisonnement; cela
pourrait selon Dedekind conduire a des « conclusions précipitées » quant a la
nature des lois ou des objets employés. Tout au plus sont-ils admis comme
moyens heuristiques. En particulier, on se doit d’établir les propriétés sou-
haitées a partir des domaines initiaux, et de vérifier que les lois trouvées
coincident avec celles de départ : I'arithmétique est ainsi étendue par ses
propres outils, ce qui assure de ne faire intervenir aucun élément étranger. On
retrouve alors cette forme d’induction, suggérée par une sorte de principe de
permanence semblable a celui de Peacock, permettant de passer du particulier
au général : C’est ce procédé qui permet de guider la création d’un concept et
de lui conférer sa pertinence. Nous y reviendrons dans la derniére partie.
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— Enfin, on notera cette volonté constante chez Dedekind de dégager les proprié-
tés a la fois les plus générales et les plus simples possibles. Ainsi les nombres
réels doivent étre engendrés par une seule définition, et non successivement
comme racines d’équations, logarithmes, etc. De maniére analogue, Dede-
kind cherche a déterminer des propriétés communes servant a définir tous
les nombres idéaux, qui selon lui ne doivent pas étre vus isolément a travers les
propriétés A, B, C, etc. qui leur sont associées.

En conclusion, arithmétique, a la fois comme fondement et outil du développement
mathématique, occupe comme nous le supposions une place prépondérante dans
la vision dedekinienne. Fondée par ailleurs sur deux opérations de la pensée, le
systeme et 'application, elle devient partie de la logique, ce qui en fait une discipline
consistante et rigoureuse, permettant d’asseoir les mathématiques sur des bases
solides. L’arithmétique conjuguée a ces deux activités de I’esprit humain participe a
la genése de différents concepts, tels I'idéal et la coupure, qui atteignent alors un
degré incontestable de généralité.

Profitons-en pour signaler également que Dedekind a développé ses idées sur I'idéal
et la coupure simultanément, c’est-a-dire vers 1858. Il est cependant probable qu’il
ait d’abord congu I'idéal comme étre incarnant une propriété de divisibilité, puis la
coupure comme étre incarnant la propriété d’égalité des rapports.

On peut finalement se demander ce qui, outre 'intervention de l'arithmétique,
conduit a la création d’un concept. Il nous semble en effet nécessaire, pour saisir
pleinement toute la puissance de I’idéal, de comprendre comment s’effectue et doit
s’entendre ce processus inventif, et surtout ce qui le rend viable et rigoureux. Ce
sera l’axe central de notre troisiéme et ultime partie.
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Les réflexions précédentes nous ont amenée a constater le role primordial des
concepts dans les mathématiques dedekiniennes, qui interviennent a différents
moments du raisonnement mathématique, tant dans la quéte des fondements en
arithmétique (systeme, application) que dans le développement de nouvelles théories
(idéal). Nous devons a présent, pour compléter cette étude, comprendre comment
procéde la « création » de ces concepts : est-elle soumise au hasard ? De quoi reléve
sa rigueur ? Quel est son intérét?

Nous allons voir que cette création, qui peut sembler de prime abord relativement
aléatoire, consiste véritablement en un processus élaboré et réglé de maniére stricte
par ce que Dedekind voit comme des « nécessités internes » aux mathématiques. Elle
vient ainsi répondre de maniére pertinente a différents probléemes posés par cette
science, en conjuguant deux grands principes qu’il affectionne particuliérement : la
généralité et la rigueur. Elle place par la méme occasion notre mathématicien dans
une position innovante par rapport a ses contemporains, a la croisée du logicisme,
du kantisme et du constructivisme notamment.

Cette partie utilisera différentes ressources : le mémoire d’habilitation de Dedekind,
intitulé « Sur I'introduction de nouvelles fonctions en mathématiques », ainsi que les
articles BENIS SINACEUR 2007, HAFFNER 2014a, MCCARTY 1995, KITCHER 1986.

3.1 Le role de I'induction : du particulier au général

a. L’élaboration des concepts en science

Nous avons déja noté, que ce soit lors de la création de 1'idéal, ou de celle de la
coupure, 'intervention d’un processus inductif, qui vient généraliser des propriétés
initialement valables sur des domaines restreints; il est donc en ce sens a rapprocher
du principe de permanence dont nous avons traité en premiére partie.
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Le texte a portée épistémologique de Dedekind, « Sur I'introduction de nouvelles
fonctions en mathématiques », vient justement éclairer cette vision particuliére du
développement mathématique, et ce qui fait la singularité de cette science parmi
toutes les autres. Nous serons ainsi, a la suite de 'examen détaillé de ce texte, plus a
méme de saisir ce fameux procédé de création qui sous-tend les concepts.

Dans un premier temps, Dedekind s’intéresse de maniére générale aux relations
qu’entretiennent la science et la vérité. Pour lui, la vérité est fondamentalement
extérieure a nous, et « immuable » : elle constitue ’objectif ultime, I’idéal que 1’'on
cherche a atteindre, et qui par définition ne dépend pas de I’étre humain lui-méme.
La science, quant a elle, est le moyen le plus précieux pour accéder a la vérité, et
forme « la marche de la connaissance humaine ». Elle est soumise au libre arbitre de
chacun, et peut revétir ainsi des formes tres diverses : deux individus ne vont pas
aborder le probléme sous le méme angle et useront d’outils différents, tout en tirant
finalement des conclusions semblables. Bien que souvent imparfaite, comme acte
propre a ’humain, elle représente le fonctionnement de notre esprit, qui ne peut
percevoir d’emblée la vérité : notre entendement reste limité et progressif.

Ainsi cette diversité propre a la science fait naitre différents concepts, nous per-
mettant « d’encadrer » ’'objet que 'on cherche a étudier. Dedekind présente ainsi
I'exemple des classifications du matériau en minéralogie, ou celui de la jurisprudence
en droit, qui ont en commun cette volonté d’organiser le systéme et de synthétiser les
connaissances de maniére uniforme, mais surtout efficace. En effet, le concept doit
avant tout s’avérer un outil pertinent, et non un simple objet visant a regrouper les
similitudes. De cette maniére, une classification des matériaux suivant leur couleur
n’apporterait rien de spécifiquement intéressant pour leur étude; on se doit alors
de distinguer les criteres les plus judicieux pour fonder le concept. Or dans ces
cas précis, seule 'expérience peut nous enseigner si les hypothéses choisies sont
convenables : la science « ne répond que par la suite » aux concepts que 'on a posés,
pour valider ou non leur viabilité.

Le droit présente également une certaine analogie avec les mathématiques, et consti-
tue de ce fait un paralléle pertinent. Il s’agit de constituer un ensemble de régles
régissant la conduite de 'homme en société. Ce domaine se veut donc une tentative
de regroupement et de systématisation de ces régles, dans un corpus logique et non
contradictoire. L’intérét est alors d’énoncer, dans le cadre d’une société donnée,
des lois générales permettant de saisir toute la diversité des situations particulieres
auxquelles ’humain peut se trouver confronté. On retrouve ici un souci de généralité
et de rigueur profondément caractéristique des mathématiques. Par ailleurs, le droit
se trouve en perpétuelle évolution, et ne peut se contenter de se reposer sur ses
acquis : il doit tenir compte des bouleversements sociaux et culturels, et s’y adapter
tout en conservant une certaine cohérence avec les lois précédemment établies.
Le cas de la jurisprudence montre ainsi le besoin de modifier parfois les concepts
introduits; en effet, il peut arriver que leur définition, posée au départ trop étroite
ou trop large, ne réponde plus efficacement aux situations présentées : au gré des
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découvertes, le concept se trouve ainsi ajusté, repensé, et gagne ainsi en puissance
et en généralité.

C’est finalement ce qui permet le progres dans la science d’apres Dedekind, car son
développement « réagit toujours sur le systéme par lequel on tente d’en concevoir
l'organisme ». Notons la connotation biologique du dernier terme, qui montre comme
le souligne H. Benis Sinaceur « ’autonomie relative du systéme et sa capacité interne
a se transformer » selon les principes d’action et de rétroaction.

b. Le cas particulier des concepts en mathématiques

On ne voit donc aucune raison pour que les mathématiques ne connaissent pas elles
aussi un procédé de création de concepts. Mais si le principe demeure identique, son
fonctionnement est cependant tout autre.

Les définitions initiales, appliquées a un domaine limité, viennent, comme on a pu le
constater a travers I'idéal ou la coupure par exemple, atteindre un degré de généralité
supérieur sur des domaines plus vastes. Mais alors que dans les autres sciences, ces
élargissements peuvent s’effectuer de différentes manieres, il n’en va pas de méme
en mathématiques; comme I’explique Dedekind, 'extension d’'une définition n’est
en rien soumise a I’arbitraire.

Au contraire elles résultent selon une nécessité contraignante des dé-
finitions antérieures plus limitées, lorsqu’on applique le principe de
considérer comme universellement valides les lois qui proviennent des
définitions initiales et sont caractéristiques des concepts qu’elles dési-
gnent. Alors inversement, ces lois deviennent la source des définitions
généralisées, lorsqu’on pose la question : comment concevoir la défi-
nition générale de maniére a ce que la loi caractéristique découverte
continue d’étre satisfaite ? (« Sur I'introduction de nouvelles fonctions
en mathématiques », DEDEKIND [1854] 2008c, p. 224-225.)

Il semble ainsi que pour Dedekind, les mathématiques possedent des exigences
internes, qui la déterminent complétement. Elles caractérisent elles-mémes leurs
propres contraintes, et savent nourrir et enrichir leurs définitions, selon des regles
bien définies; en particulier, elles considérent le principe suivant : les lois valables
sur le domaine restreint doivent étre préservées dans leurs extensions généralisées.
Le principe de permanence se trouve ici quelque peu appliqué a 'ensemble des
mathématiques, dépasse la premiére version « arithmétique » de Peacock, et se place
en fait comme fil conducteur de la genése du concept. Créer un concept, c’est trouver
la structure qui va permettre de conserver les lois initiales, tout en leur donnant une
portée plus générale.

Dedekind soumet ainsi le développement mathématique a une véritable induction,
passant du particulier au général, mais qui n’est en rien le fruit du hasard : un lien
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de nécessité articule et relie chaque étape de la construction a la suivante, faisant
émerger un raisonnement en « chaine », selon les dires du mathématicien'.

Pour illustrer ce principe d’induction, Dedekind expose I’exemple de la multiplica-
tion par un nombre négatif. Initialement, la multiplication ne résulte que de I’addition
réitérée d’un multiplicande, un certain nombre de fois : ce nombre est appelé multi-
plicateur. Ainsi dans cette définition, le multiplicateur est nécessairement un entier
positif, afin de s’entendre comme répétition d’'un méme acte. On cherche donc a
étendre cette multiplication aux multiplicateurs entiers négatifs, dans le souci de
conserver opération initiale valable pour les entiers positifs. Comment s’y prendre
concretement ?

Considérons un multiplicateur positif a et un multiplicande c : on cherche a définir
le résultat de (a + 1) X c. Or

(a+1)Xc=c+---+c+c=axXc+ec.
————
a fois

Puis par récurrence, on a pour tout entier positif b
(a+b)Xxc=axc+bxec.

Placons-nous dans le cas ou a > b; alors a — b > 0, et remplacons a par a — b dans
Iégalité ci-dessus. On obtient

axc=((a-b)+b)yxc=(a-b)xXc+bxc

et donc
(a—b)yxc=axc-bxec.

On obtient ainsi un théoréme de la soustraction dans le cas particulier ot a > b, ce
qui correspond en fait a un énoncé « d’algébre arithmétique » au sens de Peacock :
les symboles sont ici « généraux dans leur forme mais pas dans leur valeur ». Ceci
permet ’application du principe de permanence; la loi devient donc universellement
valide, en particulier dans le cas ou a — b < 0. En prenant a = 0, on obtient donc
I’égalité cherchée pour —b négatif :

(=b)xc=—=(bxc).

1. Cette induction est & ne pas confondre avec le principe de récurrence. La notion de chaine sert aussi
a définir rigoureusement les nombres naturels, ce qui suggére une analogie avec sa vision arithmétique.
Si l'on revient quelques instants sur son texte Que sont et d quoi servent les nombres?, on constate
ainsi la présence du « théoréme de la définition par induction » (théoréme 126), qui justifie de maniére
rigoureuse, pour la premiére fois dans ’histoire des mathématiques, 'engendrement par induction des
opérations arithmétiques fondamentales. Il est en ce sens plus fort que le raisonnement par récurrence,
puisqu’il donne légitimité a toutes les définitions récursives. Bien qu’il n’explique ni ne justifie I'usage de
I'induction dans la création des concepts, on peut tout de méme noter sa place de choix dans la démarche
dedekinienne, ainsi que 'influence directe de I’arithmétique sur son raisonnement mathématique.
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On voit comment opeére ici cette induction : elle préserve la définition d’origine
relative au domaine restreint des entiers positifs, et par les lois arithmétiques sur cet
ensemble et le principe de permanence, I’étend au domaine plus large des entiers
négatifs. On insiste ici sur le fait que la définition initiale demeure intacte.

c. Les limites de I’'induction

Cependant, il existe des cas ou la définition initiale, faute de pouvoir se généraliser
aisément, doit étre totalement abandonnée au profit d’une autre, plus pertinente.
C’est le cas de celle de 'intégration. On peut bien entendu la voir comme I'opération
inverse de celle de la différentiation, c’est-a-dire comme une opération formelle
permettant de passer de la dérivée aux primitives. Cependant, comment établir en
toute généralité une réciproque a I'opération « mécanique » de différentiation, un
vrai processus qui rend systématiquement légitime et possible le passage de I'une
a l'autre ? On resterait trés probablement enfermé dans cette conception qui rend
dépendante I'intégration de la différentiation, et qui ne permet pas de répondre
convenablement a ce besoin de généralité, si I’on n’acceptait pas la vision de I'inté-
grale comme limite d’une somme d’infiniment petits. C’est ce concept qui confére
une vraie autonomie a 'opération d’intégration, sans pour autant rompre ses liens
avec la différentiation. La définition initiale n’est donc pas pleinement satisfaisante,
et doit étre pour ainsi dire corrigée voire délaissée pour celle-ci.

On trouve ici un cas ou les mathématiques viennent réagir sur leur propre définition
et marquer leurs faiblesses, ce qui nous permet de revoir nos concepts sous une
autre approche, et de retrouver « les bonnes définitions » qui serviront de base au
développement de la théorie. Cet exemple incarne également les limites du principe
de permanence : la création ne peut systématiquement se réduire en une pure et
simple application de ce dernier. S’il s’avére étre un outil souvent efficace, il doit
étre utilisé avec parcimonie et prudence. La généralisation d’un résultat ne peut
s’effectuer aveuglément, mais demande au contraire une véritable réflexion sur les
conséquences qu’elle impliquera, ou sur sa pertinence. On voit donc que la création
est guidée par d’autres forces que la permanence des formes, et requiert en particulier
un génie propre au mathématicien, ou pourrait-on dire une forme d’intuition. Celle-ci
n’est donc pas a proscrire totalement : si les constructions dedekiniennes se veulent,
comme nous le verrons, des produits issus intégralement de la raison, il ne faut pas
nier et minimiser le rdle suggestif de I'intuition dans cette entreprise.

On en conclut donc que la création de concepts en mathématiques se matérialise
comme un raisonnement en « cascade », un processus réellement inductif, qui n’a
rien d’aléatoire ou de fortuit. Une fois les bonnes définitions posées, il est possible
de les généraliser et d’assurer une parfaite cohérence de toute une théorie. Alors
que dans les autres sciences, 'expérience vient guider cette création, c’est ici ce que
Dedekind ressent comme une exigence interne aux mathématiques qui joue ce réle,
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en particulier le principe de permanence, qui « révéle les conditions nécessaires
pour que les lois dans certaines situations deviennent, modulo certaines précisions,
universellement valides ». Il semble en effet opportun de préciser que cette « nécessité
contraignante », si chére a Dedekind, n’est pas pour autant une vérité indiscutable
qui fait loi : des mathématiciens comme Kronecker ou Edwards par exemple ne la
jugent pas indispensable.

Notons également la capacité des mathématiques a rebondir sur ses définitions
d’origine, a souligner leur défaillance, dés qu’elles semblent trop restreintes ou
inadaptées a I’étude : c’est alors au mathématicien qu’il revient de les corriger, de les
repenser, pour retrouver des définitions aisément généralisables. Le mathématicien
n’est donc pas simplement soumis au principe de permanence, comme on aurait pu
le croire initialement, il est également un formidable acteur de 1’élaboration de sa
science.

3.2 Le lien entre rigueur et généralité

a. L’idéal de rigueur : le « principe de Dedekind »

Les concepts chez Dedekind semblent avant tout tisser des liens étroits entre les
notions de rigueur et de généralité. En effet, un concept doit permettre d’embrasser
d’un seul coup toute une théorie pour pouvoir la saisir dans sa globalité, tout en
atteignant « le plus haut degré de perfection » en termes de rigueur. Il semble
donc que l'on ne puisse penser la rigueur qu’a travers le général, et c’est cette
relation que nous essayons a présent d’expliciter.

Revenons tout d’abord sur une affirmation de Dedekind que nous avons déja citée
auparavant, qui forme 'ouverture de Que sont et a quoi servent les nombres ?

En science, ce qui est démontrable ne doit pas étre admis sans démons-
tration. (Que sont et d quoi servent les nombres ?, DEDEKIND [1888] 2008b,
préface de la 17 édition.)

Commencer une définition des nombres naturels par des exigences aussi fortes
n’est pas anodin. Comme 'explique M. Detlefsen (voir HAFFNER 2014a), la meilleure
justification possible d’une proposition prouvable est une preuve : Dedekind ne
congoit rien de rigoureux qui ne soit pas démontré. C’est ce que Detlefsen appelle
« le principe de Dedekind ».

Chaque étape du raisonnement mathématique doit étre construite sur des principes
antérieurs démontrés, et non plus simplement démontrables : admettre un résultat
en apparence trivial peut conduire a des conclusions hétives, et dans les cas les plus
critiques, a un effondrement total du systéme. Il est donc important de s’assurer,
méme si cela peut sembler fastidieux, que toutes les définitions ou propriétés inter-
médiaires ont été prouvées, pour rester dans un cadre purement rigoureux. Ainsi au
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stade ultime, une preuve ne peut étre acceptée comme rigoureuse que si elle repose
sur des prémisses indémontrables. Et selon Dedekind, ces prémisses ne peuvent étre
constituées que par les « lois de la pensée ». On comprend ainsi que I’arithmétique
soit fondée sur les opérations de systéme et d’application, caractéristiques de I’esprit
humain et donc en ce sens non prouvables.

Une preuve effectuée en toute rigueur se doit ainsi de remonter jusqu’aux vérités
indémontrables, « aussi longues que puissent étre les inférences ». Cette analyse
« a rebours » du raisonnement se préserve ainsi de toute intuition, et vient infirmer
ou confirmer ce qui a pu étre établi. Il apparait ici ce que 'on pourrait appeler le
« logicisme » de Dedekind, un engagement de rigueur visant a déterminer ce qui est
acceptable ou non dans le raisonnement mathématique.

Un second probléme vient maintenant se poser. Dedekind souhaite selon ses mots
définir les nombres naturels; pour autant, son écrit débute par son principe qui
nous pousse a tout démontrer dans un idéal de rigueur; ainsi, Dedekind prouve-t-il
ou définit-il I'arithmétique ? Ces verbes sont-ils pour lui simplement synonymes ?
On peut interpréter cet usage comme un « jeu de langage » entre les deux termes.
En effet, si 'on réfléchit a ce qu’entend Dedekind par démontrer, on se rend ra-
pidement compte qu’il s’agit au fond de définir : pour prouver I’existence d’'un
certain objet, on va chercher a en donner une définition via des concepts anté-
rieurs déja rigoureusement fondés. Sans aucune définition viable, il serait impossible
d’obtenir des démonstrations sans lacunes ni circularités. Il s’agit finalement d’'une
quasi-équivalence entre ces deux verbes, ce qui explique la confusion qui en résulte
parfois.

Plus encore dans la vision dedekinienne, définir ne signifie ni plus ni moins que
créer. Il convient ici de préciser que le terme définition n’est pas a prendre dans
les écrits dedekiniens au sens « nominal » mais bien au sens « réel » : le but n’est
pas tant de fixer le sens d’un terme, mais bien d’exprimer son essence méme et ses
propriétés fondamentales, notamment en engendrant ou en créant ce qu’elle définit.
C’est en ce sens que la coupure donne une « véritable définition de la continuité »,
que le nombre s’entend comme une « libre création de I’esprit humain », ou que
la définition par induction justifie les opérations arithmétiques en les engendrant
de maniere itérative. Ce n’est donc pas un hasard si les deux verbes sont souvent
employés conjointement dans ses écrits. Le concept vient ainsi « cristalliser » de
nouveaux points de vue sur des objets déja connus des mathématiciens : Dedekind
n’a pas inventé les nombres réels, qui ont pu étre appréhendés intuitivement par le
biais de constructions géométriques. Il les a définis de maniére totalement innovante
par rapport a ses prédécesseurs grace au concept arithmétique de coupure. Cette
derniére semble notamment se distinguer de la théorie des grandeurs d’Eudoxe de
Cnide (bien que Lipschitz ne soit pas de cet avis). Un lecteur moderne peut bien
str voir dans la définition eudoxienne de I’égalité de deux rapports de grandeurs
homogeénes une affinité avec la notion de coupure. En effet, apres quelques ajuste-
ments, cette définition revient finalement a dire que si A et B sont deux grandeurs
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. . m .
incommensurables, ’ensemble des rationnels du type —, avec m et n entiers, se
n

divise en deux sous-ensembles disjoints :

3
b

— le sous-ensemble U formé des éléments vérifiant — < —;
n

2 o3

— le sous-ensemble V formé des éléments vérifiant — > 3
n

(U, V) définit donc bien une coupure engendrée par un élément non rationnel.
Néanmoins, cette similitude n’apparait que de maniére rétrospective, le point de vue
ensembliste n’étant pas celui d’Eudoxe. De plus, Eudoxe semble davantage admettre
I'existence de rapports irrationnels, et cherche & comprendre comment calculer avec
ces étres : le souci d’une justification, d’'une définition du nombre réel, sans recours
a la notion de grandeur en particulier, n’apparait pas clairement. Celle-ci demeure
Poeuvre originale et intégrale de Dedekind.

De cette fagon, si les objets eux-mémes ne sont pas des découvertes, c’est la maniére
de les présenter, de les caractériser, donc de les définir, qui constitue réellement
quelque chose de créatif.

Le concept émanant ainsi (plus ou moins directement) des lois de la pensée et des
définitions qui en découlent, la création y trouve toute son objectivité : nous aurons
en effet I'occasion de constater que Dedekind accorde grand crédit a la rationalité
de la pensée humaine dans la derniére section.

Créer un concept, c’est donc avant tout chercher a le définir correctement : une fois
cela fait, il répondra forcément aux exigences de rigueur, et pourra servir a son tour
de base solide pour un développement ultérieur.

Retenons donc ce qui caractérise la rigueur chez Dedekind : il s’agit avant tout
de ramener de maniére effective toutes les propriétés a des vérités plus simples
et indémontrables, de maniére & poser des définitions pertinentes et précises. Le
développement qui en suivra n’en sera que « plus siir et plus aisé », puisque chaque
étape du raisonnement sera clairement comprise et maitrisée.

les mathématiques dedekiniennes peuvent donc étre représentée de maniére imagée
— et selon ses propres termes — comme une « compréhension en escalier », qui
traduit I'idée d’une démarche trés progressive. Elle peut d’ailleurs évoluer dans
les deux sens : on gravit un palier lorsqu’on élargit un concept, en posant des
définitions nouvelles ou remaniées; et a 'inverse, il suffit de redescendre de quelques
marches pour s’assurer que I'idéal de rigueur est toujours satisfait, et vérifier que les
définitions ainsi posées reposent bien sur des prémisses démontrées. Bien entendu,
il n’est pas toujours nécessaire de faire « régresser » le raisonnement jusqu’aux
vérités indémontrables, ce qui serait une perte de temps considérable : il faut au
contraire tirer profit des concepts déja fixés et préalablement établis par d’autres
mathématiciens pour faciliter le travail. Car finalement, le concept est avant tout un
outil permettant le développement de nouvelles théories, et non un objet contribuant
au réductionnisme.
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b. Une quéte de généralité

Un second aspect que nous allons & présent étudier est celui de la généralité, qui
s’affiche comme un véritable but des mathématiques dedekiniennes. On peut en
effet résumer les travaux de Dedekind en deux grandes tendances : démontrer des
résultats ayant le plus grand degré de généralité possible (cas de la théorie des entiers
algébriques), et redéfinir les concepts d’une théorie en toute généralité (cas de I'idéal).

Nous avons déja longuement détaillé le role crucial de Parithmétique dans ce proces-
sus. Contentons-nous simplement de rappeler ici que ’arithmétique acquiert toute sa
généralité en s’émancipant des entiers naturels : elle atteint un niveau d’abstraction
tel qu’elle peut s’appliquer a toute sorte d’objets mathématiques, ce qui en fait un
outil d’'une portée considérable pour étendre nos théories, pouvant se « transférer »
d’un cadre a un autre. Si I'on remonte aux origines mémes de I’arithmétique, on
retrouve les deux opérations de la pensée « indémontrables », que sont le systéme et
I’application. On constate une nouvelle fois leur parfaite généralité, en tant qu’ac-
tivités de Pesprit humain, qui non seulement « s’appliquent objectivement a toute
pensée », mais qui de plus lui sont essentielles. De telles opérations, universelles
et élémentaires, forment nécessairement ce que le mathématicien posséde de plus
général pour fonder tout raisonnement. L’arithmétique résultant elle-méme de tels
concepts, il n’est donc pas étonnant qu’elle bénéficie du méme degré de généralité.

On entend donc pour l'instant I'idée de généralité comme I'universalité des opé-
rations et des concepts, qui ne dépendent plus des objets manipulés et peuvent
s’adapter a toute situation. Mais on note également une autre conception dans la
pensée dedekinienne : celle d’uniformité.

On remarque a maintes reprises la volonté de Dedekind de donner une seule et
unique définition pour tous les éléments d’une théorie donnée; par exemple, il
souhaite dégager un trait commun a tous les idéaux, permettant de les déterminer
d’un seul coup, et non de maniére isolée comme I’auraient fait les propriétés A, B,
C, etc. de Kummer. Un autre exemple est donné par sa définition la plus générale du
nombre entier qui, nous 'avons vu, est un élément « vérifiant une équation de la

forme

1

a’+a "+ +ap_a+a, =0,

ou les a; sont des éléments de Z. On constate en effet que tout entier, qu’il soit par
exemple naturel, rationnel, ou de Gauss vérifie cette définition, et que Dedekind a
par son intermédiaire saisi I’essence méme du nombre entier.

Dedekind cherche donc systématiquement a fournir des définitions qui viennent
englober d’un seul mouvement tous les objets concernés, sans exception et sans
distinction des cas : c’est seulement a ce titre qu’elles pourront étres vues comme
générales.

Ce souhait d’uniformité nécessite cependant quelques nuances.
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— Tout d’abord, il dépend du contexte dans lequel on évolue : quand Dedekind
parle de « théorie générale des idéaux », il faut ainsi comprendre qu’elle est
développée pour tous les corps de nombres, et rien d’autre. Le cadre d’étude
est donc clairement fixé au préalable, et vient déterminer le degré de généralité
et d’uniformité que ’on cherche a atteindre.

— Enfin, la quéte de la généralité doit présenter une utilité, et non devenir
systématique : une définition uniforme doit avant tout répondre aux besoins
de la théorie, et s’avérer a la fois maniable et féconde. Elle doit également faire
preuve d’une rigueur implacable : si une généralisation conduit au moindre
doute quant a sa validité, ou présente des difficultés trop importantes, elle ne
doit pas étre effectuée, et on cherchera une autre définition pour nous amener
de maniére sure au résultat.

Citons pour illustrer ce phénoméne un passage de larticle « Théorie des
fonctions algébriques d’une variable » de Dedekind et Weber, traduit par
E. Haffner, qui se veut une tentative de redéfinir en toute rigueur les résultats
obtenus par Riemann en 1851.

Bien siir, tous ces résultats peuvent étre obtenus de la théorie de
Riemann avec un investissement de moyens bien plus limité et
comme cas particuliers d’une présentation générale beaucoup plus
étendue ; mais il est alors bien connu que fonder cette théorie sur
une base rigoureuse offre encore certaines difficultés, et tant qu’il
n’aura pas été possible de surmonter complétement ces difficul-
tés, il se pourrait que ’approche que nous avons adoptée, ou au
moins une qui y soit apparentée, soit la seule qui puisse conduire
réellement avec une rigueur et une généralité suffisantes a ce but
pour la théorie des fonctions algébriques. (« Théorie des fonctions
algébriques d’une variable », DEDEKIND et WEBER [1882] 2019,
p. 74.)

c. Généralité et rigueur, deux principes interdépendants

Il faut encore, apres avoir précisé le sens donné par Dedekind aux notions de géné-
ralité et de rigueur, caractériser le lien qui les unit. Car il semblerait que la généra-
lité, plus encore qu’épauler la rigueur, en soit une réelle condition. Pourquoi une
définition rigoureuse doit-elle impérativement étre générale ?

Nous avons dans ce qui précéde compris que toutes les théories que développe
Dedekind s’appuient sur des fondements qui sont eux-mémes des plus généraux :
systéme et application pour ’arithmétique, coupure pour les nombres irrationnels,
idéal pour les entiers algébriques, etc. Les définitions qui en résulteront possederont
donc la méme généralité, et auront plusieurs avantages : elles viendront saisir
I'intégralité d’une théorie d’un seul trait, elles ne souffriront d’aucune circularité
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ni lacune, et ne feront intervenir « aucun élément étranger » dans le raisonnement.
Une définition générale d’un concept soigneusement sélectionné est donc la clé de
la rigueur dedekinienne : non seulement elle sera sure et viable, mais toutes les
démonstrations qui suivront le seront également.

En effet, effectuer le « bon choix de concept », au sens du plus judicieux et efficace,
permet d’obtenir des démonstrations qui vont directement découler des définitions,
de manieére certaine et naturelle : comme 1’écrit Dedekind lui-méme, les lois se
trouvent « dérivées des seules conditions » de la définition. De ce fait, la création
du concept n’est pas uniquement un moyen d’asseoir les mathématiques sur des
bases solides : elle autorise le développement rigoureux des différentes théories,
en fournissant des démonstrations complétes et valides. Tout dépendra donc du
soin que l'on portera a la sélection d’un concept, ainsi qu’a 'établissement des
définitions, en gardant a I'esprit un souci de simplicité, de généralité et de fécondité.
Les mathématiques s’en trouveront ainsi facilitées, stimulées, et atteindront un
véritable idéal de rigueur, conforme a ce que souhaite Dedekind.

Finalement, rigueur et généralité peuvent étre décrites de maniere distincte : mais
c’est ensemble qu’elles unissent leur force pour construire de maniére sure 1’en-
semble des mathématiques. Elles viennent guider la création de concepts, ainsi que
les définitions qui en dépendent, en assurant leur universalité, leur uniformité, et
surtout leur pertinence et leur validité. Elles se posent ainsi un double objectif : a
la fois une recherche des fondements, visant a prouver toutes les étapes intermé-
diaires du raisonnement jusqu’a atteindre les vérités indémontrables, et un souci du
développement futur des théories, en opérant les bons choix stratégiques pour qu’il
puisse s’effectuer le plus logiquement et surement possible.

3.3 La position novatrice de Dedekind

Pour achever cette étude, nous nous proposons d’essayer de définir la place qu’occupe
Dedekind au sein de sa discipline, et de confronter sa vision des mathématiques a
celle de ses contemporains.

Les questions soulevées dans cette partie relévent parfois plus de la philosophie ou
de la psychologie que des seules mathématiques, et de ce fait présentent une réelle
complexité. Néanmoins, nous verrons qu’une telle analyse permet de saisir nombre
de subtilités propres a la création dedekinienne qui, loin de se borner a définir de
nouveaux concepts, inscrit sa science dans toute une dimension psychologique, ou
la compréhension des mécanismes de la pensée joue un role primordial.
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a. Dedekind : un constructiviste caché?

Laissons a présent la parole & Dedekind, qui aborde brievement le sens qu’il donne a
sa « création ».

[...] je crois qu’une analyse rigoureuse de la force créatrice sur laquelle
Pesprit crée a partir d’éléments déterminés un nouvel élément déter-
miné [...] conduira certainement a donner une forme irréprochable
aux fondements de mon écrit. (Que sont et a quoi servent les nombres?,
DEDEKIND [1888] 2008b, préface de la 3¢ édition (1911).)

Un tel discours fait étrangement penser a celui que tient I'initiateur du courant intui-
tionniste L. E. J. Brouwer (1881-1966), qui voit lui aussi les mathématiques comme
une « libre création de I'esprit », faisant intervenir une intuition se rapprochant
d’une « permanence dans le changement » ou du « discret dans le continu ». Une
telle conception est en particulier rattachée a une certaine forme de constructivisme :
on doit étre capable de déterminer une suite d’opérations mentales qui rend évidente
I'existence des objets, ou autrement dit, ce qui est démontré doit I’étre effectivement.
Dedekind, qui est né cinquante ans avant Brouwer, serait-il alors un précurseur de
ces mathématique dites « constructives » ?

Effectivement, dans Continuité et nombres irrationnels, Dedekind insiste sur le fait
que l'esprit humain « crée » les nombres réels. L’idée n’est pas de décrire des entités
préexistantes, tels des domaines d’objets abstraits, parmi lesquels se trouvent les
réels, mais bien de voir ces nombres comme des « produits d’actes constructifs ». Plus
précisément, ce sont les mécanismes de cette construction qui intéressent Dedekind,
puisqu’il veut dégager les processus arithmétiques qui y sont a I’ceuvre, et non se
contenter des termes purement géométriques de ses prédécesseurs.

Si la tentation est donc grande de répondre par laffirmative a notre question ini-
tiale, et de voir dans la démarche dedekinienne quelques traits constructivistes, le
probléme est en réalité bien plus complexe a cerner. Une étude approfondie conduit
en fait a un certain nombre de divergences entre Dedekind et les représentants du
constructivisme.

Un premier exemple immédiat de cette rupture est celui de la place accordée a
I'intuition. En effet, pour Brouwer, toute construction arithmétique ou géométrique
est entiérement dépendante du temps. Or une telle conception ne répond pas aux
exigences de Dedekind : faire intervenir I'intuition au centre des preuves et des
constructions représente un réel danger pour le raisonnement, qui peut d’'un instant a
l'autre perdre toute sa rigueur. C’est selon ’expression de D. C. McCarty I'incarnation
d’un « démon cartésien pour les mathématiques ». Précisons cependant qu’elle ne
doit pas pour autant se trouver totalement exclue de la science mathématique : elle
joue en effet un role capital en suggérant la création et I’élaboration de nouveaux
concepts, seulement elle ne suffit pas a en assurer la viabilité. Le nombre dans sa
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définition finale se voit ainsi exempt de tout recours a ’espace et au temps, autant
dans sa construction que dans sa conception.

Mais c’est peut-étre en analysant les rapports de Dedekind avec I'un de ses contem-
porains, et aujourd’hui considéré comme un constructiviste avant ’heure, Leopold
Kronecker (1823-1891), que la thése de mathématiques dedekiniennes constructives
semble davantage s’effondrer. La premiere chose qu’il convient de préciser est que
ces deux mathématiciens partagent les mémes centres d’intérét. En effet, ils puisent
non seulement leur inspiration chez les mémes auteurs (Gauss, Dirichlet, Galois,
Abel, Kummer), mais travaillent également sur les mémes sujets : la généralisation
des résultats de Kummer aux corps de nombres bien sr mais aussi aux corps de
fonctions, la clarification des fondements de 'analyse, et I'unification de la théorie
de Galois et de la théorie des nombres. Pour autant, il semblerait qu’ils ne se soient
rencontrés qu’une seule fois, et que méme leur correspondance ait été trés réduite.
On peut donc s’étonner qu’ils n’aient pas cherché a échanger davantage, compte
tenu de leurs objectifs communs. En réalité, si leurs influences sont semblables, il
n’en va pas de méme de leur personnalité ou de leur vision des mathématiques.

Alors que Kronecker est issu d’'un milieu aisé, et rattaché aux individus les plus
éclairés et les plus influents de Berlin, lui permettant de gravir rapidement les échelons,
Dedekind passe le plus clair de sa vie dans sa ville natale de Brunswick, et refuse
nombre de nominations qui 'obligeraient a s’en éloigner. Le premier d’entre eux est
doté d’un caracteére bien trempé et de convictions fortes qui lui valent de nombreuses
querelles avec ses contemporains, tandis que le second est d’un naturel plutét réservé
et ne manque jamais de saluer le talent des autres mathématiciens.

Mais plus encore que leurs tempéraments, c’est leur approche des mathématiques
qui les oppose fondamentalement. A vrai dire, elles sont si différentes qu’ils ne
voient pas eux-mémes l'intérét d’'une quelconque collaboration. En ce qui concerne
la théorie des nombres en particulier, Kronecker trouve que la terminologie et les
méthodes de Dedekind rendent son travail difficile a suivre. Inversement, Dedekind
affirme qu’il « ne se liera jamais d’amitié » avec la méthode qu’emploie Kronecker,
dite des coefficients indéterminés, qui viendrait selon lui « troubler la pureté » de sa
théorie des idéaux.

C’est donc séparément et indépendamment I'un de l’autre qu’ils élaborent leurs
propres théories, en s’évitant soigneusement pour ne pas alimenter des rumeurs de
plagiat.

L’un des principaux points de discorde entre Dedekind et Kronecker - si ce n’est le
plus important — est la possibilité ou non de construire des « systémes infinis », des
collections rassemblant une infinité d’objets. Notons que ce probléme se présente
dans nombre de travaux dedekiniens, que ce soit pour I'idéal ou pour la coupure.
Pour Kronecker, de telles totalités se placent « au-dela des pouvoirs constructifs
des étres finis » que nous sommes. On se souvient qu’il vise quant a lui, pour
la théorie des nombres idéaux, la construction concréte d’'un anneau plus large,
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contenant de maniere effective tous ces nombres inexistants. Ce besoin de calculer
pratiquement ces nombres est profondément lié a la pensée constructiviste : dans
ce cadre, il est donc entre autres hors de question de considérer, encore moins de
manipuler, des collections infinies d’éléments que ’on ne peut obtenir de maniére
actuelle. Comment étre certain que leur existence est légitime, puisqu’on ne peut les
construire effectivement? C’est peut-étre en partie pour répondre a ces arguments
que Dedekind a proposé une construction des nombres naturels qui présuppose
celle des ensembles infinis dans Que sont et d quoi servent les nombres?. Certes,
il n’est pas nécessaire pour comprendre ce qu’est un nombre naturel de se baser
sur des notions ensemblistes. Néanmoins, pour saisir ces entités dans une certaine
uniformité et non plus comme objets particuliers et isolés, Dedekind favorise cette
définition plus conceptuelle, qui rattache implicitement 1'idée de nombre naturel a
celle de systéme infini. Dans une telle vision, on ne peut ainsi accepter de considérer
des nombres naturels ou rationnels, et refuser dans le méme temps d’en former des
systémes infinis, puisque ce sont eux qui en conditionnent I'existence; cela légitime
par exemple le concept de coupure.

Par ailleurs, Dedekind accorde une vraie place aux opérations de la pensée, non
par les objets qu’elles permettent d’obtenir, mais par leur propre statut d’activités
humaines : elles garantissent selon lui I'objectivité des concepts, leur réalité propre.
Non seulement le systeme infini est selon lui préalable a la construction des nombres
naturels, donc indispensable a toute forme d’arithmétique, mais son caractere effectif
ne lui importe nullement : ce qui compte est qu’il soit correctement défini. L’intérét
est avant tout d’obtenir des conditions nécessaires et suffisantes qui permettront de
désigner les éléments simultanément, et non un par un. On retrouve ici I'idée qu une
« bonne » définition, judicieusement choisie, autorise un développement sir et
fructueux du raisonnement. En fait, Dedekind reproche essentiellement a Kronecker
sa restriction finitiste, en voulant & tout prix « imposer a la libre construction de
concepts mathématiques certaines limitations qui [lui] paraissent injustifiées ».

Se pose également la question des limites de la construction, et la place du ma-
thématicien dans ce processus. Selon Kronecker, il nous est parfaitement possible
de découvrir ces limites a priori, puisque cette construction est fondamentalement
noétre : le fait qu’elle soit le fruit de notre esprit nous permettrait ainsi d’en saisir la
teneur et les bornes, simplement en s’y engageant. Pour Dedekind, c’est en portant
une réflexion sur les mathématiques déja développées, et en les systématisant, que
Pon définit les capacités de la construction mentale. Celle-ci ne nous est pas trans-
parente et immédiate, mais résulte d’'un examen soigneux des mathématiques que
nous connaissons. Exercer cette science ne suffit pas a en comprendre le processus
de construction, il faut aussi porter un regard sur ce qui a déja été établi.

De nombreuses anecdotes montrent ainsi que les tensions entre les deux hommes ont
été palpables, et que Kronecker a parfois tenté de freiner son rival ou a dénié sa prio-
rité dans des résultats de théorie des nombres. Entre autres, Kronecker — surnommé
sarcastiquement par Cantor « le petit despote » — aurait volontairement retardé la
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publication de I'article de Dedekind et Weber dans le Journal de Crelle, dont il est
Iéditeur, le temps que son propre ouvrage de théorie des nombres Grundziige voie
le jour. Il aurait également accusé Dedekind d’étre en possession de ses résultats sur
les entiers algébriques depuis des années, ce que ce dernier réfute : tout au plus a-t-il
connaissance de la voie choisie par Kronecker, ce & quoi il fait allusion dans « Sur
la théorie des nombres entiers algébriques », mais en aucun cas cela n’influence
sa propre approche. Enfin, il semblerait que certains propos de Kronecker dans
une lettre de 1880 aient profondément bouleversé Dedekind, au point d’avoir une
« franche discussion » avec lui cette méme année. Néanmoins, il n’en reste pas moins
que les deux hommes ont globalement évolué dans des rapports tres cordiaux, et
ont conservé une vraie estime I'un pour 'autre, en revendiquant le caractére indé-
pendant de leurs travaux. Plus encore, Dedekind n’a pas tenu rigueur a Kronecker
de ses quelques « débordements », et n’a jamais fait montre d’animosité a son égard
— au grand dam de Cantor et Frobenius, qui ont tenté en vain de le convaincre de la
déloyauté de son rival. Il affirme ainsi, quelques années apres la mort de Kronecker,
conserver de lui « un souvenir chaleureux et plein de reconnaissance ». Un bel
exemple de respect malgré la différence.

Que conclure de toutes ces remarques? La création dedekinienne ne semble pas
coincider avec un procédé constructiviste au sens strict du terme : si Dedekind parle
d’une « construction » des réels, il ne s’agit pas pour autant de les obtenir de maniere
effective, mais de poser des définitions correctes et rigoureuses permettant de déve-
lopper sa théorie. Insistons donc une nouvelle fois sur le fait que « créer » n’équivaut
ni plus ni moins qu’a « définir ». La création revét ainsi un caractere beaucoup plus
libre chez Dedekind, qui autorise entre autres ’emploi de systémes infinis, pourvu
qu’ils répondent de maniere légitime et rigoureuse aux problémes posés. Plus que la
nature méme des objets créés, c’est celle des opérations permettant de les obtenir
qui sont au cceur de la conception dedekinienne. Le caractére infini des systémes
lui importe peu, au sens ou il résulte d’une application des lois de la pensée, lois
qui lui sont fondamentales : dénier les ensembles infinis, c’est quelque part dénier
une partie des capacités de I’activité humaine. La rigueur ne correspond plus a tout
construire, a tout calculer systématiquement, mais plutét a identifier la nécessité
d’un concept et a s’assurer que les définitions qui en résultent seront cohérentes. On
s’éloigne ainsi complétement de I'intuitionnisme brouwerien, qui se borne aux lois
régissant I'expérience possible. La libre création dedekinienne transcende les limites
constructivistes, et plus généralement se détache de toutes les contraintes propres
aux activités humaines (construire, prouver, affirmer), indissociables du temps et de
Pespace.

b. Dedekind : kantisme ou logicisme ?

S’il n’est donc pas pertinent d’associer Dedekind au courant constructiviste, peut-
étre pourrons-nous trouver un autre modéle qui lui corresponde davantage. Dans
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cette tentative, plusieurs pistes auraient certainement mérité d’étre explorées, mais
nous avons fait le choix « stratégique » de nous concentrer sur deux approches, tres
intimement liées, qui semblent réunir plusieurs criteres chers a Dedekind : la théorie
kantienne de la connaissance, et le logicisme de Gottlob Frege (1848-1925).

Sinous souhaitons les présenter dans un méme élan, c’est avant tout dans un souci de
cohérence : nous pourrons constater que les conceptions frégéenne et dedekinienne
des mathématiques se sont construites en réaction a certains principes kantiens, tout
en demeurant finalement distinctes. C’est donc de la comparaison simultanée de
Dedekind avec Kant et Frege, en effectuant des allers et retours entre leurs différents
points de vue, que I'on peut espérer tirer les conclusions les plus précises sur le sens
de la « création ».

Nous devons donc commencer par expliciter quelque peu la philosophie de Kant,
en particulier ce qu’il expose dans sa Critique de la raison pure (1781). Initialement,
cette ceuvre se voulait une refondation de la métaphysique sur des bases solides,
pour en faire une science rigoureuse.

L’un des piliers de sa théorie est la position du sujet pensant comme « centre » de la
connaissance, qui ne se conforme pas a 'objet qui lui est présenté, mais qui au contraire
vient lui imposer ses régles. Placer ainsi ’homme comme acteur de sa connaissance
n’est pas sans rejoindre le processus de la création dedekinienne, ol le mathématicien
vient poser ses propres définitions pour saisir 'essence d’un objet.

En ce qui concerne a présent les mathématiques, Kant les inscrit dans le champ des
« jugements synthétiques a priori » : non seulement elles apportent une connaissance
nouvelle de I'objet en question, mais elles ne font de plus jamais appel a I’expérience,
de par leur caractére nécessaire et universel.

On agit donc dans le cadre du « transcendantal », dans ce qu'’il est possible de connaitre
sans recourir a l'expérience. Car si « d’un point de vue chronologique, nulle connais-
sance ne précede en nous 'expérience, et [que] c’est avec celle-ci que tout commence
[...], il n”’en résulte pas pour autant qu’elle dérive dans sa totalité de I’expérience. » En
fait, I’expérience vient amorcer la connaissance : les sens nous permettent d’appré-
hender le monde, d’en acquérir certaines représentations, qui nous encourageront a
mieux le connaitre. Pour autant, nous pouvons parfaitement étre dotés d’une capacité
a connaitre qui nous est propre, ne dépendant aucunement de 'expérience, mais qui
se trouve simplement mise en éveil par cette derniére. C’est ainsi que Kant souhaite
séparer notre propre contribution a la connaissance des impressions sensibles qui
nous sont suggérées par I’expérience. Notons que cette opération est loin d’étre
une évidence : cela nécessite qu'un « long exercice nous y ait rendus attentifs et ait
donné la capacité de l’isoler ».

Remarquons d’ailleurs que chez Kant, comme chez Dedekind, la logique correspond
« aux lois pures de la pensée », et les nombres demeurent des « libres créations de
Pesprit humain ».
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Si pour le moment les deux hommes semblent partager la méme conception des
mathématiques, la suite de ’analyse va montrer une nette différence de point de
vue. Kant développe ensuite son « esthétique transcendantale », ou il établit que
toute connaissance requiert deux principes : 'intuition et la raison. En effet, il
nous faut a la fois pouvoir recevoir des représentations du monde extérieur, et y
appliquer des « concepts purs » issus de I’esprit seul. Or ce qui intéresse ici Kant
plus particuliérement, ce ne sont pas les formes d’intuition dites empiriques (qui
relévent des sens) mais celles qui rendent possible 'expérience elle-méme, qui la
précedent, autrement dit celles qui sont a priori. Selon lui, elles tiennent en deux
notions : I'espace et le temps.

Ainsi la science mathématique fait agir ses concepts issus de la raison sur une
intuition, mais qui n’est en rien relative aux sens, donc qui est a priori; elle évolue
donc nécessairement chez Kant avec I'idée du temps et de 'espace. Pour ce qui est par
exemple du nombre, méme s’il 'identifie comme « schéme de la grandeur » et qu’il
voit sa science comme « pure synthése intellectuelle que nous nous représentons
dans la pensée », il n’en demeure pas moins que le temps et I’espace sont nécessaires a
son appréhension ; on se représente ainsi les nombres au moyen d’un dénombrement
successif, fondé sur I'intuition du temps qui s’écoule.

Dedekind n’entend pas tout a fait les choses de cette oreille, ne serait-ce que dans sa
vision du nombre, qui devient un objet purement conceptuel, se détachant de toute
notion temporelle ou spatiale; en fait, la création chez Dedekind doit s’opérer dans
le domaine de la raison, et non dans celui de I'intuition.

Apportons tout de méme quelques nuances a ce propos; comme nous ’avons dit
précédemment, I'intuition - ou tout au moins celle qui est dite a priori — n’est
pas rejetée en tant que telle dans la création mathématique. Par quels moyens
pourrait-on alors identifier les vérités indémontrables, ou méme les fameuses lois
de la pensée, si 'on refuse que I'esprit « intuite » et se base sur sa propre faculté de
connaitre ? Comment pourrait-on méme avoir 'idée d’élaborer un nouveau concept,
sans aucune forme d’intuition pour nous le suggérer ? Il n’en reste pas moins que les
concepts mathématiques doivent trouver une réelle consistance, et répondre a des
critéres de rigueur. Or dans les mathématiques dedekiniennes, I'intuition n’assure
pas systématiquement la validité du raisonnement, car elle est potentiellement source
d’erreurs et de conclusions précipitées : si elle amorce la création, elle ne doit pas
pour autant laisser des traces dans la construction ou la définition des concepts.
Dedekind doit donc réarranger les principes kantiens, dont I’organisation est encore
trop proche du constructivisme, en transférant les mathématiques de I'intuition a la
raison. Pour faire court, si Dedekind s’accorde avec Kant sur la « liste » des opérations
mentales dont nous disposons, il ne croit pas en cette « répartition des taches ».

C’est ce « transfert » de P'intuition a la raison qui nous pousse a présent a évoquer

Frege, qui trouve lui aussi les fondements de son entreprise dans I’épistémologie
kantienne. S’il s’accorde avec Kant sur le caractere a priori des mathématiques, il
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rompt avec ce dernier lorsqu’il s’agit de définir le statut de ’arithmétique. En effet,
comme pour Dedekind, elle ne peut reposer sur 'intuition. Plus précisément, il soutient
que sa connaissance se fonde en fait sur une connaissance des vérités logiques. Le
programme de Frege est donc de construire I'arithmétique en la faisant dériver des
seules lois logiques, en restant dans le domaine de I’a priori, c’est-a-dire sans recourir a
I'expérience : cela requiert d’identifier les lois logiques premiéres, de spécifier les regles
d’inférence qui assureront que de ces lois découlera toujours une connaissance a priori,
et de montrer que cela suffit a déterminer pleinement I’arithmétique. Frege s’inscrit
donc dans un projet « aprioriste » dans la veine de Kant, mais qui demande de corriger
la source de l'arithmétique, et donc quelque part de réformer les mathématiques si
I'on souhaite a terme les présenter comme science a priori.

Ainsi, Dedekind et Frege semblent tous deux s’accorder sur la nécessité de réorganiser
la vision kantienne des mathématiques, sans pour autant toucher a ses fondements.
Par ailleurs, on peut s’empresser de remarquer la référence constante a la logique dans
les écrits de Dedekind : il recommande trés souvent de « ne pas renoncer a la logique »,
dénonce le manque notable de logique dans les manuels et chez ses contemporains
dans ses lettres a Lipschitz, et va méme jusqu’a opposer logique et intuition dans la
définition des entiers naturels. Il affirme également, comme nous I’avons déja souligné,
que l'arithmétique est une partie de la logique. Aurions-nous donc enfin trouvé, dans
le logicisme de Frege, le coeur de la vision dedekinienne ?

Malheureusement, il y a de grandes chances que cette conclusion ne soit qu'un
leurre. Si 'on cherche a éclaircir le sens des termes « a priori » et « logique » tels
qu’ils sont employés par Dedekind, on pourra en effet avoir la (mauvaise) surprise
de constater qu’il différe sensiblement de celui de Frege.

Tout d’abord, Dedekind répond-il vraiment a un engagement « d’apriorisme » compa-
rable a celui de Frege ? On peut se permettre d’en douter, notamment apres ’examen
de ses travaux sur la continuité des réels. En effet, s’il expose une caractérisation
arithmétique de cette continuité et non plus géométrique, ce n’est pas tant pour
la placer comme une connaissance a priori que pour faire progresser notre com-
préhension des problémes de limites et répondre a nos besoins. Dedekind s’inscrit
ainsi dans un souci de faire évoluer sa science, tandis que Frege s’attache a la faire
découler de la logique. On obtient déja une premiere idée selon laquelle la logique
est pour Dedekind plus un moyen qu’une fin en soi.

En quoi I'arithmétique est-elle alors pour Dedekind une science a priori? En réalité,
le terme « a priori » peut revétir plusieurs significations distinctes.

1. Un premier sens, probablement le plus connu, est celui qu’utilise Frege : une
connaissance a priori est vue comme une connaissance obtenue sans aucune
référence a 'expérience, au monde sensible.

2. Un second sens répond a I'idée de ce qui est préalable a la pensée : une
proposition a priori est alors ici une proposition sans laquelle on ne peut
penser, sans laquelle toute connaissance est impossible.
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3. Un troisiéme sens est cette fois relié a I'idée de nécessité : le sujet impose
ses conceptions, son mode de pensée sur les données de I'expérience, donc
toute forme d’expérience doit porter en elle ces modeéles. Dans cette voie,
une proposition a priori est une proposition vraie dans tous les mondes ot
I'expérience est possible, le caractére vrai n’étant que le résultat de I'esprit qui
« inflige » ses vues a I'expérience.

Sil’on combine ces deux ultimes définitions de I’a priori, il s’avére que nous obte-
nons en substance celle de Dedekind. Elle traduit d’ailleurs de maniére étonnante le
fonctionnement de la pensée et son rapport au sensible. En effet, Dedekind congoit
I'idée de prérequis a la pensée, c’est-a-dire de concepts ou de propositions sans
lesquels toute pensée est impossible : tout sujet pensant a en lui certaines vérités ma-
thématiques, certaines opérations, qui sont fondamentales a sa pensée et auxquelles
il se doit de croire, méme s’il ne les possede pas explicitement dans sa conscience.
Ainsi, nous ne naissons pas avec une connaissance actuelle des mathématiques, mais
avec des « croyances tacites » qui vont nous guider dans notre représentation du
monde. Il est donc important de remarquer une nouvelle fois que Dedekind ne rejette
pas totalement 'intuition : elle est nécessaire pour posséder les mathématiques de
maniere explicite, et permet principalement d’en amorcer la connaissance en acte,
sans pour autant altérer la nature des objets ou le contenu des résultats obtenus.
Ceci constitue une nette différence avec Frege, qui stipule que I’empirisme ne per-
met pas d’accéder a la science mathématique de par le rdle trop important qu’y
joue selon lui la perception. On peut noter, comme le fait P. KitcHER (1986), que
le phénomeéne évoqué par Dedekind s’apparente quelque peu a I’apprentissage des
langues. Nous possédons en nous des principes innés gouvernant une grammaire
universelle, valable pour toutes les langues, dont nous n’avons qu’une connaissance
tacite. Or il est évident que nous ne sommes pas capables de parler immédiatement
n’importe quelle langue. Ceci demande, pour les maitriser en acte, d’exercer ces
principes via une pratique concrete, ici par la communication avec autrui. Dans
cette analogie, les deux opérations fondamentales de la pensée de Dedekind et plus
généralement ’arithmétique jouent finalement le réle de la grammaire universelle,
et les mathématiques celui du langage. Le nombre est alors une libre création de
Pesprit, dérivant du systéme et de ’application, et calculer correspond a un véritable
prototype de la pensée; ceci pourrait ainsi se résumer par « déduire, c’est calculer ».
Chez Frege, au contraire, « calculer, c’est déduire » : selon ses termes, « chaque
proposition arithmétique est une loi logique », arithmétique n’étant finalement
qu’une forme de logique sophistiquée.

Par ailleurs, si arithmétique est vue comme une science a priori, c’est aussi parce
que ses lois doivent étre vraies dans n’importe quel monde ou I'on peut penser :
c’est en pensant que 'on effectue les opérations mentales qui conférent véracité
a 'arithmétique. En ce sens, 'arithmétique décrit une structure formelle que 'on
impose a Pexpérience, et qui ne dépend pas de la nature des objets du monde sensible :
sa véracité ne sera en rien modifiée dans un autre monde, puisqu’elle est conditionnée
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par Pesprit méme. Les opérations associées au systéme et a 'application sont ainsi si
fondamentales qu’elles interviennent dans tous les aspects de toutes les expériences
que l'on peut concevoir.

Notons enfin que pour Frege, il existe des objets logiques indépendants de la pensée
que lon en a, ou de la formulation que ’on en donne : le nombre en fait d’ailleurs
selon lui partie. Ceci est contraire a la vision de Dedekind, pour lequel I'objectivité
des concepts, leur réalité profonde, ne doit en aucun cas se justifier par une existence
d’objets mathématiques ou logiques a priori, en dehors de la pensée. L’objectivité
provient uniquement de la rationalité de la pensée humaine, des « nécessités » qu’il
juge internes aux mathématiques, de la généralisation des concepts et des acquis de
I'histoire. Le concept de nombre n’est pas extérieur a nous, puisqu’il est directement
le fruit de notre entendement.

Que représente donc la logique pour Dedekind ? Ce n’est en fait ni plus ni moins
que la science qui étudie les opérations de Pesprit, celles qui rendent toute pensée
possible. De cette fagon, si’on souhaite parler du « logicisme de Dedekind », il ne faut
en aucun cas faire un amalgame avec celui de Frege, qui revét un caractere beaucoup
plus strict et plus technique : selon lui, la logique est une discipline normative, qui
nous indique la maniére dont on se doit de penser si ’'on veut atteindre la vérité
- ou plus généralement si 'on veut penser tout court. Selon les termes de H. Benis
Sinaceur, il vaudrait mieux parler pour Dedekind « d’arithmétisme ensembliste ».
On comprend ainsi les critiques de Frege a ’encontre des notions fondationnelles de
Dedekind de systéme et d’application, qui n’ont pour lui rien de logique ou d’a priori,
et ne peuvent donc revendiquer d’asseoir ’arithmétique sur des bases rigoureuses :
il n’accorde tout simplement pas la méme signification a chacun de ces deux termes.
Dans la méme idée, Dedekind et Frege se distinguent dans leur usage du terme
« concept » : si chez le premier, il s’agit d’une opération ou entité mentale, il revét
un sens beaucoup plus restreint chez le second, qui y voit « une fonction dont la
valeur est toujours une valeur de vérité ». On reste donc chez Frege dans un cadre
logiciste pour le moins rigide, qui ne semble pas s’adapter a la « libre création »
dedekinienne.

Par ailleurs, s’ils s’accordent tous deux sur le fait qu'un monde sans arithmétique
est « impensable », puisque tout objet de la pensée peut étre collecté et compté, ils
n’en tirent pas les mémes conséquences. Frege y voit d’office le caractére a priori de
larithmétique, au sens premier du terme. Pour Dedekind, il faut au contraire réfléchir
a cette impossibilité et chercher a la comprendre, afin de déterminer ce qui dans
notre pensée la conditionne, et pourquoi un tel monde est a ce point inimaginable.

On discerne a présent ce qui distingue Dedekind de Frege. Chez Dedekind, il s’agit
presque d’une analyse psychologique : la création n’est pas tant une affaire de quéte
de fondements ou de réductions a des principes de base, quune volonté d’expliquer et
de traduire les mécanismes de la raison en jeu dans la pensée mathématique. De cette
manieére, les termes ultimes du raisonnement dedekinien ne s’incarnent pas dans des
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axiomes ou des régles, mais vont bien au-dela en cernant quels procédés mentaux
se cachent derriére ces formes. Finalement, I’analyse de Dedekind va au-dela de
celles de Kant ou de Frege dans la mesure ou elle dégage les principes sous-tendant
Pexpérience ou l'intuition; les deux penseurs les ont considérés comme allant de
soi, et aucun des deux n’a donc pu dévoiler « la partie immergée de l'iceberg ».
Dedekind montre par exemple que le simple fait de compter ne se réduit pas a
une évidence, mais reléve de processus mentaux tres complexes qu’il faut mettre
a jour. On sort ainsi de mathématiques de I'exposition et de la présentation (donc
basées sur I'intuition), pour en obtenir une nouvelle forme, fondée cette fois sur la
représentation et 'organisation (ne dépendant que de la raison).

Dans cette vision, les deux opérations de systéme et d’application sont une mathéma-
tisation des lois fondamentales de I’entendement. Si ces derniéres sont certainement
identifiées par une forme d’intuition pure, la formulation ensembliste dans laquelle
elles s’incarnent en font les créations premiéres de la raison humaine. Le reste du
développement mathématique demeure ainsi immanent a la raison : elle seule doit
étre employée au cceur des preuves et des constructions, s’imposant comme garante
de la rigueur, l'intuition étant réduite au statut de guide de la création. Soulignons
d’ailleurs que ces deux opérations mentales dépassent trés largement le cadre des
mathématiques, et sont simplement des associations d’idées, des représentations
trés générales applicables 4 n’importe quelles entités : cela les place donc bien en
amont de tout développement mathématique, ce qui légitime pleinement le choix de
Dedekind.

On peut enfin clore cette analyse de la création en se posant une derniére question :
de quelle nature sont les objets mathématiques créés, s’ils sont dans leur construc-
tion finale dénués de toute intuition ? Un élément de réponse peut étre découvert
en revenant aux écrits de Kant, en particulier a un autre pan de sa Critique : la
« dialectique transcendantale ». En effet, Kant explique ici qu’il est dans la nature
de la raison de chercher a connaitre des objets placés en dehors de 'expérience
(sensible ou intelligible), c’est-a-dire des entités suprasensibles ne correspondant a
aucune intuition. Ces objets sont appelés « Idées transcendantales », et se résument
a trois grands principes : Dieu, la liberté, et 'dme. Cependant, elles ne peuvent
étre soumises pour Kant a une véritable connaissance, car elles conduisent a des
problémes insolubles.

Pourtant, c’est bien dans le monde kantien des Idées que Dedekind vient ranger
ses objets mathématiques, puisqu’ils sont vus comme le fruit de la raison méme, ou
Pintuition ne peut pas intervenir en tant que telle. En résumé, comme ’explique
D. C. McCarty, Dedekind prone des mathématiques antikantiennes, fondées sur une
raison « pure » qui, elle, est essentiellement kantienne.

Les objets mathématiques sont ainsi des éléments avec un statut spécial et particulier,
directement produits par la raison et détachés du monde réel et sensible. Ceci peut
nous donner la clé de la « libre création » : il s’agit avant tout d’un acte qui demeure
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« transcendantal » dans son procédé, et ou les seules définitions donnent naissance
aux éléments mathématiques. Si I'intuition permet souvent d’initier cette création,
les concepts finalement obtenus n’en dépendent aucunement. Création, au sens ou la
raison seule les fait émerger; libre, car séparée de toute référence au monde naturel
et aux nécessités causales qui le régissent.

Que retirer de ce long examen ? Essentiellement une lecon : en essayant de ranger
Dedekind dans un certain courant mathématique, nous allons tout droit a I’échec.
La vision dedekinienne, si elle s’alimente de principes kantiens, si elle reprend
certaines caractéristiques des logicistes et des constructivistes, n’en reste pas moins
unique. Elle se trouve au carrefour de toutes ces tendances, sans jamais s’y réduire.
Elle doit notamment son originalité a sa dimension psychologique : comprendre les
mécanismes de la pensée est un préalable indispensable pour faire des mathématiques
a la fois de maniére rigoureuse et efficace. En ce sens, la création chez Dedekind
prend un caractére profondément humain, et accorde une grande confiance en les
capacités de la raison, dont 'arithmétique forme un prototype.

C’est donc ce juste équilibre entre libre création et nécessité, entre rigueur et géné-
ralité, entre mathématiques et psychologie qui fait de Dedekind un mathématicien
innovant, parfois incompris, comme le montrent ses échanges avec Lipschitz et la
critique de Kronecker, mais profondément conscient des enjeux de sa science, et
soucieux d’en cerner tous les rouages.
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Conclusion

L’étude de I’émergence de 'idéal, qui peut apparaitre simple au premier abord, se
révele en réalité truffée de subtilités. Ceci provient en particulier du fait que, pour
pouvoir saisir ce concept dans toute sa puissance, il est nécessaire de le replacer
dans la vision mathématique de son auteur.

Il nous faut tout d’abord comprendre que pour Dedekind, la genése de 1'idéal ne
correspond en rien a un phénomeéne aléatoire, soumis au hasard. Bien au contraire,
ce concept s’inscrit dans un souhait d’établir a la fois des fondements rigoureux
et généraux, tout en ayant un regard porté vers le développement ultérieur du
raisonnement. Il doit avant tout unifier et uniformiser la notion de divisibilité pour
toutes les catégories d’entiers algébriques, et permettre des démonstrations plus
sures et plus aisées, qui se préserveront d’éléments étrangers a la théorie, ou d’entités
inexistantes telles que les nombres idéaux.

Le role de Parithmétique dans cette entreprise est bien évidemment prépondérant :
il ne se trouve pas meilleure base pour édifier la science mathématique, puisqu’elle
repose sur deux opérations de la pensée, le systéme et ’application, qui lui conférent
un caractére modulable et universel. Elle s’adapte ainsi parfaitement a des objets
tels que les idéaux, et autorise pour 'essentiel les mémes lois opératoires que sur les
entiers relatifs.

Mais le plus frappant chez Dedekind reste la dimension philosophique et psycholo-
gique qui emplit la « libre création » de ses concepts, et plus généralement I’ensemble
de ses mathématiques : au carrefour entre logicisme, constructivisme et kantisme,
sans jamais pouvoir se revendiquer d’'un courant précis, il propose une nouvelle fa-
con d’exercer cette science. L’homme devient pleinement acteur des mathématiques,
en faisant usage de sa seule raison pour les développer, afin d’aboutir a une théorie
implacable de rigueur. C’est lui qui vient poser les « bonnes » définitions a la source
des concepts, en effectuant des choix judicieux, mais qui demeurent guidés par une
forme de nécessité contraignante, inhérente a la vérité qui nous est extérieure. Libre
ne doit pas ainsi s’entendre comme anarchique ou arbitraire, mais plutét comme
une rupture avec les lois de la nature et ses expériences relevant du possible. C’est
donc finalement, plus que les axiomes eux-mémes, I’analyse des mécanismes de la
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pensée qui se place en amont de tout raisonnement mathématique et qui assure un
véritable sens a tout concept.

Parfois violemment critiqué, Dedekind n’en reste pas moins un mathématicien tres
attaché a sa science, qu’il n’a jamais dissociée de son histoire ni de son caractere
proprement humain, et dans laquelle il a véritablement laissé son empreinte. De par
son originalité épistémologique, Dedekind constitue I'un des fondateurs de I’algebre
moderne — en particulier de la théorie des structures —, insérée dans la théorie des
ensembles développée conjointement avec Cantor, et qui sera ensuite développée
par David Hilbert (1862-1943) et Emmy Noether (1882-1935), faisant ainsi la célébrité
de I’école de Gottingen dans le premier tiers du xxe siécle.
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Annexe
Un parti pris contre I'idéal

Cette étude s’est jusqu’a présent contentée de retracer ’histoire de I’idéal a travers
le point de vue de son créateur. En ressort donc une conception de I'idéal comme
un outil de développement majeur et incontournable pour la théorie des entiers
algébriques, et méme plus généralement pour I’algébre moderne; le nombre idéal
se trouve ainsi relégué au second plan, tout comme la notion de congruence qui ne
sert plus que d’outil intermédiaire pour les démonstrations.

Néanmoins, dans cette version des faits, subsistent quelques questions : souvenons-
nous que Dedekind, dans sa premiére version de 1871, a tout d’abord adopté le
formalisme de Kummer, et a parfaitement réussi par ce biais a généraliser les résultats
de ce dernier aux corps de nombres. Pourquoi alors avoir a tout prix souhaité changer
de présentation qui, méme si elle n’atteint pas le degré le plus élevé de la rigueur
dedekinienne, fonctionne ? Placer I'idéal au centre de sa démarche n’en est-il pas
plus vague ou plus complexe ? Sa création était-elle alors vraiment indispensable ?

Certains auteurs n’entendent ainsi pas I'idéal comme un outil d’une réelle perti-
nence, et pensent en ce sens que la vision initiale de Dedekind n’en était que plus
satisfaisante. Dans un souci de totale objectivité, et pour ne pas se réduire a un
éloge de I'idéal, nous souhaitons ainsi explorer cette vision, qui a des arguments
tout aussi valables que ceux de Dedekind, et qui mérite d’étre entendue. Nous nous
baserons pour cela sur I’article EDWARDs 1980, qui prend le contrepied de la théorie
des ensembles.

A.1 L’idéal en 1871 : quelques remarques

Dans un souci de saisir toute la problématique de 1'idéal et de retracer le cours de son
évolution, nous nous pencherons sur la premiere version de Dedekind, publiée dans
le X¢ supplément de la Zahlentheorie de Dirichlet, pour en dégager les principales
caractéristiques et ainsi aborder plus sereinement les critiques d’Edwards.
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L’objectif de Dedekind est tout d’abord de transférer 1’étude des lois de la divisibilité
pour les entiers algébriques a celle des idéaux, en dépassant les difficultés que posent
selon lui les nombres idéaux de Kummer. Notons que le concept d’idéal est introduit
avant tout ici pour servir la théorie des formes quadratiques binaires; il est donc
davantage considéré comme un outil intermédiaire plutét que comme un objet
propre.

Si effectivement, le concept d’idéal y est défini pour la premiére fois, reformulant
d’une nouvelle maniére les résultats de Kummer, Dedekind semble finalement effec-
tuer plus une transformation dans la forme que dans le fond a proprement parler.
Nous allons rapidement constater qu’il ne rompt pas réellement avec le formalisme
kummerien, quitte a contredire ses propres principes.

Le point le plus frappant dans cette présentation est certainement I’emploi d’'une
notion « temporaire », celle d’idéal premier simple, qui disparait totalement dans la
version de 1876-1877. De quoi s’agit-il ?
Soit O un anneau d’entiers, et soient y, v € O. Lorsque les solutions 7 € O de la
congruence

v =0 mod p

forment un idéal premier de O, de tels idéaux p sont alors dits simples.

Dedekind définit ensuite une notion similaire pour une puissance de pet v:sir € N,
les solutions p € O de la congruence

vVip=0mody

forment un idéal appelé puissance r-iéme de p, noté p’.

1l s’ensuit alors de ces différentes notions toute une série de théorémes, semblables
a ceux valables pour les nombres premiers dans Z, dont les preuves n’emploient que
la divisibilité et les propriétés des congruences. Cela lui permet finalement d’aboutir
au résultat suivant : « tout idéal premier est simple ». En d’autres termes, il y a donc
équivalence entre idéal premier et idéal simple.

Pourtant, une fois ce résultat obtenu, la terminologie d’idéal « simple » est comple-
tement abandonnée, au profit de celle d’idéal « premier ». Pourquoi avoir alors fait
ce détour?

En fait, si on examine la suite du développement, on constatera que si le terme
d’idéal simple est absent, c’est pourtant sa caractérisation qui est utilisée lorsqu’il est
question d’idéaux premiers. Dans les preuves de tous les théoremes — en particulier
le théoreme de décomposition en idéaux premiers — on retrouve cette représentation
trés explicite, se rapprochant fortement des tests de divisibilité de Kummer. Ou est
donc passée la « méthodologie dedekinienne », qui préconise de ne pas s’attacher
aux présentations particuliéres des objets, mais a leurs propriétés intrinséques ?

On peut également noter de facon assez surprenante que la preuve du théoréme de
factorisation en idéaux premiers n’utilise pas la définition du produit de deux idéaux,
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qui n’apparait que bien plus tardivement dans le supplément. Ainsi, I’arithmétique
ne semble pas sous-tendre la théorie des idéaux, mais découler au contraire des
développements précédents. Ce sont avant tout les notions de congruence et de
primalité (plus précisément de puissance d’idéaux premiers) qui occupent une place
phare dans exposition de 1871.

Cette version, qui est encore loin de répondre a toutes les exigences de Dedekind,
n’aurait-elle pas pour autant suffi pour résoudre les problemes de divisibilité des
entiers algébriques ? N’est-elle pas déja trop avancée pour les besoins de la théorie ?
L’idéal présente-t-il méme un réel intérét?

A.2 L’idéal : un concept indispensable ?

La discussion qui précéde nous pousse donc a nous demander si ’idéal apporte
fonciérement quelque chose de nouveau a la théorie des entiers algébriques. Nous
allons présenter ici quelques objections a son élaboration, en suivant les propos
d’EDWARDS (1980).

— Tout d’abord, il semblerait que Dedekind ait été profondément intrigué par
I'une des définitions de Kummer, pour le moins obscure : celle de « nombre
complexe idéal ». Il s’agirait en fait d’une facon de parler d’un produit fini de
facteurs premiers idéaux. Cette notion le pousse ainsi & définir I'idéal comme
un ensemble d’éléments divisibles par un nombre complexe idéal donné. Il s’at-
tache ensuite a démontrer ce qu’il considére comme le théoréeme fondamental
de sa théorie, a savoir qu’il existe une bijection entre les nombres complexes
idéaux, et les idéaux # {0} ; il va lui permettre de fonder sa théorie des idéaux
sur les théoremes relatifs aux facteurs premiers idéaux.

Mais une nouvelle fois, Dedekind utilise pour le prouver la notion d’idéal pre-
mier simple. Autrement dit, il utilise les représentations « particuliéres » qu’il
souhaite justement éviter en déterminant un substitut au nombre (complexe)
idéal. La notion d’idéal, qui devrait étre au contraire centrale dans le théoréme
et utilisée comme un objet d’'une grande généralité, est non seulement soi-
gneusement évitée, mais également en substance aussi explicite que le nombre
idéal. On voit donc mal en quoi il fournit un éclairage nouveau a la théorie,
sachant que 'on retrouve les mémes problématiques propres au nombre idéal.
— On peut bien str parler également du concept trés controversé de « systeme
infini ». Fonder une théorie sur une telle notion ne manque pas d’audace et
demeure déroutant pour les lecteurs de Dedekind. Rappelons qu’a ce moment
de I'histoire, la théorie des ensembles de Cantor n’a pas encore vu le jour; si
bien que ce serait dans ces travaux sur I’idéal que la vision ensembliste aurait
connu sa premiere occurrence. On peut se demander ainsi pourquoi Dedekind
n’a pas plutdt considéré, a I'instar de Gauss dans ses « congruences », des
représentants des classes qui auraient évité le recours a des totalités infinies. De
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plus, il définit initialement I’idéal simplement comme un « ensemble infini »,
sans aucune autre indication sur la fagon dont il doit étre décrit ou engendré.
On en vient donc a penser que Dedekind remplace le facteur premier idéal,
qui est un objet explicitement défini (trop pour lui?), par I'idéal formé de tous
les entiers qu’il divise, qui reste une notion trés « vague » : quels systémes
d’entiers forment des idéaux ? Comment les déterminer ? Ce souci de généralité
vient donc de pair avec I’émergence de notions pour le moins floues aux yeux
des lecteurs de I’époque.

Enfin, si Dedekind revendique plus tard la « simplicité » de I’idéal, il semblerait
pourtant qu’il lui ait causé beaucoup plus de difficultés qu’il n’y parait, comme
en témoigne sa correspondance avec Lipschitz de 1876. Nous proposons ici la
traduction d’un passage.

Bien qu’a I’époque j’avais constamment le but a atteindre sous les
yeux, ce n’est qu’apres des efforts réellement indicibles que je suis
parvenu a progresser pas a pas et a combler toutes les lacunes;
j'avais continuellement la sensation d’étre suspendu a une échelle
avec la crainte de ne plus réussir a atteindre le barreau suivant, et
si je n’avais pas devant moi ma présentation de ces démonstrations
de I’époque sous forme imprimée ou écrite, cela me donnerait
maintenant encore une fois une grande peine d’agencer tous les
ingrédients de la démonstration, chacun a sa juste place, pour que
le but soit réellement atteint. (Lettre a Lipschitz du 29 avril 1876,
FrickE, NOETHER et ORE 1932, p. 466.)

Ces commentaires viennent ainsi porter une forme de préjudice a sa propre approche :
comme le précise Edwards, une nouvelle méthode, pour étre pertinente, doit s’avérer
simple et naturelle, tout en apportant une part de lumiére sur des points ardus.

Ici, I'idéal ne semble pas selon lui avoir ouvert des horizons nouveaux a la théorie
des entiers algébriques : il n’en résulte ni simplification, ni amélioration réelle. Au
contraire, les nombres idéaux constituent pour lui une approche trés simple, qui
demande bien moins de technique que I'idéal, pour finalement aboutir au méme
résultat.

Analysons a présent le revirement de Dedekind et la place qu’occupe 'idéal dans sa
théorie. On y distingue trois moments.

— En 1871, Dedekind voit I'idéal comme un moyen de reformuler la théorie de

Kummer, lui donner un « nouvel habillage », sans changer pour autant les
fondements du nombre complexe idéal; il I'aurait ainsi introduit « par peur
que I’adoption d’une terminologie habituellement utilisée pour des nombres
réellement existants puisse inspirer le doute sur la rigueur des méthodes
employées dans les preuves ». A ce stade, I'idéal cherche seulement a expliciter
le statut des nombres idéaux.
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— Dans son introduction a « Sur la théorie des nombres entiers algébriques »
(1876), il écrit que le fait qu’a chaque idéal corresponde un nombre complexe
idéal est « de la plus grande importance * ». L’idéal commence ainsi a se placer
comme objet central du raisonnement.

— Puis il en vient finalement a se détacher totalement de la notion de nombre
idéal : « cette confirmation m’a conduit naturellement a fonder toute la théorie
[de 1a factorisation des entiers d’un corps de nombres] sur cette définition
simple, entiérement délivrée de toute obscurité et de I’admission des nombres
idéaux. »

A travers cette évolution, Edwards pense ainsi que I'objection de Dedekind a la
théorie de Kummer provient, et ce dés le départ, entierement de considérations
philosophiques et esthétiques, et aucunement d’une difficulté pratique ou logique
quelconque relative aux nombres idéaux : I'idéal serait seulement la pour remplir
ses propres critéres de rigueur, mais n’apporterait rien a la théorie elle-méme. Cela
vient quelque part a encontre de la « création » des concepts, qui doit se révéler
féconde.

Il concéde tout de méme que le fait de se recentrer sur I'idéal aurait permis a Dedekind
de mieux cerner la nature méme des entiers algébriques, et d’en proposer une
définition générale. Mais selon lui, les préoccupations fondationnelles de Dedekind,
et son insistance sur ses principes philosophiques 'ont quelque part conduit trop
loin en créant I'idéal, qui n’est pas forcément Poutil le plus approprié pour la théorie
des entiers algébriques.

A.3 Laréception de la théorie des idéaux

Il reste ainsi un dernier point a développer : la publication et la réception de la
théorie des idéaux de Dedekind. On ne pourra nier qu’elle est d’une grande puissance,
mais qu’elle revét par la méme occasion un caractére ardu; on constatera également
qu’elle dépasse tres largement le but initial, qui était I’extension des résultats de
Kummer aux corps de nombres.

Dedekind a pour la premieére fois introduit sa théorie des idéaux a la fin de la seconde
édition de la Zahlentheorie de Dirichlet, pensant ainsi toucher un large public... ce
qui n’a malheureusement pas été le cas. Il en vient méme a croire que sa théorie des
idéaux n’intéresse que lui, et que personne n’a pris ni ne prendra la peine de la lire.

Comme l'explique Edwards, cela n’a rien de bien surprenant en soi, pour plusieurs
raisons : un matériau aussi complexe et innovant placé a la fin d’un ouvrage traitant
de théorie élémentaire des nombres ne peut qu’avoir un effet décourageant, particu-
lierement pour les personnes les plus novices. Quant aux lecteurs plus expérimentés,
ils ne s’attendront pas a trouver grande nouveauté a cet endroit du livre.

1. Notons que la démonstration de ce résultat nécessite le principe du tiers exclu.

72 Mathématiques vivantes n° 74



L’émergence du concept d’idéal chez Richard Dedekind

Mais pour Dedekind, le probleme n’est pas tant la : il vient avant tout de la briéveté
de son exposition. Il se résout alors a publier le fameux traité « Sur la théorie des
nombres entiers algébriques » en y incluant davantage de détails. Méme s’il maintient
que cette version de sa théorie reste en substance la méme que l'originale de 1871,
il existe une différence de taille : dans la seconde, le produit de deux idéaux est
introduit des le départ, ainsi que la correspondance division-inclusion, constituant
alors la pierre angulaire de la théorie. L’idéal devient un objet d’étude propre, et se
trouve détaché du « nombre complexe idéal ». Dedekind développe ainsi toute une
théorie de I'idéal, en particulier son arithmétique, ainsi que le concept de « module »
(au sens de sous-groupe additif).

Pour autant, méme si cette vision de I’idéal est pour le moins fructueuse, encou-
rageant de nombreuses avancées en algebre (théorie des treillis entre autres), on
peut s’accorder avec Edwards sur la difficulté a concevoir cette approche comme
la plus simple qui soit pour embrasser les problemes de factorisation des entiers
algébriques : c’est une théorie longue, technique, et tellement générale qu’elle sort
presque du cadre fixé par le probléme de départ. On revient ainsi sur 'idée que I'idéal
est peut-étre un concept trop avancé pour des problémes d’unicité de décomposition,
qui peuvent étre résolus « plus simplement » par I'approche initiale de Dedekind, au
sens ou il n’est pas nécessaire dans ce dernier cas de développer toute une théorie
abstraite sur les objets employés.

Concluons cependant ce propos en disant que la notion de simplicité d’un concept
demeure relativement subjective, et dépend fortement de notre éducation mathé-
matique. Ainsi, Noether exprime son désaccord avec ces arguments : pour elle, la
premiére version était encore « trop complexe », et les généralisations du xx¢ siécle
justifient pleinement I'approche par la théorie des idéaux. Et en réfléchissant bien, la
théorie des entiers algébriques est aujourd hui présentée aux étudiants par le biais de
structures telles que I'idéal et I'anneau, permettant un exposé concis et systématique.
L’histoire a donc quelque part donné raison a I’idéal, qui est resté fermement ancré
dans I'apprentissage de l’algébre.
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Glossaire des différents courants
mathématiques

A

axiomatique (méthode —) Mode d’exposition fondé sur des propositions sans

C

démonstration, ou axiomes, a partir desquelles on cherche a déterminer
par des regles déductives les autres résultats, ou théorémes, de la
théorie considérée.

On distingue deux formes d’axiomatique. Dans celle dite formelle, les
mots et signes intervenant dans ces axiomes sont dépouillés de leur
signification habituelle du langage courant; les objets mathématiques ne
sont soumis a aucune réalité métaphysique, seules les relations précisées
explicitement par les axiomes comptent. Elle s’oppose a ’axiomatique
dite matérielle, que I'on trouve par exemple dans les Eléments d’Euclide,
dans laquelle les définitions et axiomes premiers s’appuient sur des
réalités sensibles. Néanmoins, les axiomes fixent intégralement dans
les deux cas le cadre de la déduction : toute affirmation non issue des
axiomes est proscrite, ce qui signifie entre autres que 'on ne peut re-
courir a I'expérience sensible ou a des représentations subjectives une
fois les notions premiéres établies (voir p. 31).

constructivisme Philosophie des mathématiques trés largement influencée par

Pintuitionnisme; il rejoint d’ailleurs ce courant dans le rapport entre
mathématicien et objet mathématique. Le constructiviste voit 1’ob-
jet mathématique comme le résultat des constructions mentales du
mathématicien, et non comme une entité existant « par elle-méme ».
Plus concrétement, le constructiviste cherche a établir des démonstra-
tions qui, en méme temps qu’elles assurent ’'existence d’un objet, en
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F

formalisme

donnent une construction explicite. Il est a noter qu’il existe plusieurs
écoles constructivistes qui ne s’accordent pas toutes sur I’ensemble
des constructions admises. Cependant, la logique employée, dite intui-
tionniste, est le plus souvent une logique classique dont le principe du
tiers exclu est retiré (voir p. 21).

Au sens moderne, présentation des théories scientifiques dans le
cadre d’un systéme formel, qui permet de caractériser sans ambigiiité
les relations entre les objets mathématiques. La question de la nature
méme des objets ou de leur existence est ici soigneusement contour-
née : pour le formaliste, seul compte ce qui a pu étre démontré et
obtenu via un assemblage de symboles qui respectent des régles fixées
a lavance.

Les premieres conceptions du formalisme remontent a Gottfried Wil-
helm Leibniz (1646-1716), qui considére le calcul comme la véritable
forme du raisonnement rigoureux, qui ne se limite pas aux seules gran-
deurs numériques : il peut s’étendre a d’autres types d’objets. Cela
pousse Leibniz a tout exprimer selon une « caractéristique universelle »
qui remplacerait le travail de connaissance par le calcul analytique : il
n’y a alors aucune distinction entre forme et signification, puisqu’il
cherche a représenter symboliquement les idées elles-mémes.

Le formalisme s’est ensuite véritablement constitué au x1xe¢ siécle, no-
tamment grace aux algébristes anglais (dont Peacock) et allemands : il
vise plus globalement & définir des structures opératoires « abstraites »
permettant de réduire le sens des concepts d’origine a leurs regles
d’usage. On peut ainsi construire des calculs dits « symboliques » qui
s’éloignent des domaines numériques de base (calcul vectoriel, ma-
triciel, etc.). Le langage tient donc une place prépondérante dans le
formalisme, sans pour autant se réduire 4 un moyen d’expression vide
de sens.

Il s’oppose ainsi a I'intuitionnisme, et constitue une anticipation du
mouvement logiciste (voir p. 28).

intuitionnisme Philosophie des mathématiques développée par L. E. J. Brou-

wer (1881-1966) au début du xx¢ siécle, concevant les mathématiques
comme une science décrivant nos constructions mentales, dont les
objets sont des produits de I'esprit humain. Pour Brouwer, « il n’y
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a pas de vérité sans expérience de la vérité » : autrement dit, toute
vérité mathématique demande a étre (ré)éprouvée pour soi-méme, et
ne tient plus & un simple langage formel.

De plus, la logique intuitionniste est plus faible que la logique classique.
En particulier, les intuitionnistes rejettent le principe du tiers exclu : une
proposition n’est plus nécessairement soit vraie soit fausse de maniere
déterminée et absolue. Pour pouvoir conclure, on doit bénéficier d’une
procédure de décision permettant de savoir dans quel cas on se situe.
De maniére formelle, on n’a donc pas que (non(nonA)) = A.

Notons que les mathématiques qui se basent sur ces deux formes de
logique ne sont pas en contradiction pour autant : elles ne parlent pas
des mémes objets ou en donnent des définitions différentes. S’il existe
bien des différences dans la conception du continu par exemple, cela
ne remet pas pour autant en cause la validité des énoncés obtenus.

L’intuitionnisme se voit donc comme un courant opposé au forma-
lisme et a grandement influencé le constructivisme ; certains assimilent
d’ailleurs les deux notions, tandis que d’autres considérent l'intuition-
nisme comme cas particulier du constructivisme. Cependant, I'intui-
tionnisme brouwerien se distingue des mathématiques constructives
en accordant la primauté au sens et au « mental », a ce qui est pensé;
un constructiviste se placera d’emblée dans le langage naturel qui
autorise I’accés aux objets mathématiques (voir p. 58).

kantisme (ou criticisme) Systéme de philosophie fondé a la fin du xvime siecle

L

logicisme
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par Emmanuel Kant (1724-1804). Sa philosophie théorique est mar-
quée par sa critique de la raison humaine, et son souhait d’en mesurer
la portée et les limites. Elle considere la vérité comme accessible a
I’entendement, sous condition qu’elle résulte « des lois correctes de la
pensée », s’opposant ainsi a la fois aux sceptiques et aux dogmatiques.
La connaissance nait quant a elle de I'intervention conjointe d’une
matiére empirique et d’une forme (ou concept) fournie par 'enten-
dement. Enfin, ce systéme voit comme inabordable la recherche de
P’absolu (voir p. 5).

Théorie selon laquelle les mathématiques sont une extension de la
logique; dans sa forme plus radicale, elle consiste a réduire 1'objet
mathématique a une pure construction logique, au sens du calcul des
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prédicats : il s’agit de formuler des énoncés a ’aide de variables, pré-
dicats, connecteurs et quantificateurs n’agissant que sur les variables,
et de déterminer ceux qui sont valides.

11 est initié par Gottlob Frege (1848-1925) et Bertrand Russell (1872-
1970). En particulier, dans son ouvrage Les Fondements de U'Arithmé-
tique (1884), Frege tente de dériver I'arithmétique de la logique. Mais
la découverte du paradoxe de Russell en théorie des ensembles oblige
Frege a renoncer a son projet. Enfin, le théoréeme d’incomplétude de
Godel (1930) viendra, aprés la mort de Frege, porter le coup de grace
au programme initial du logicisme.

1l constitue dans un certain sens une forme de réductionnisme (voir p. 5).

réductionnisme Au sens précis du terme, conception épistémologique selon

laquelle une théorie peut étre « absorbée » par une autre. Par exemple,
le logicisme de Frege peut s’apparenter a une forme de réductionnisme,
puisqu’il souhaite réduire I’arithmétique a la seule logique.

Au sens courant, le terme prend une connotation plus péjorative, et
s’entend comme une méthode tenant a réduire la complexité a un seul
facteur, relevant ainsi d’une sorte « d’économisme ». Il acquiert alors
une dimension presque simpliste (voir p. 51).
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